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Apresentacáo 


A Editora VestSeller tem o prazer de lançar mais uma obra prima da 
Matemática para o segmento de preparacáo para escolas militares e Olimpíadas 
de Matemática nacionais e internacionais: a presente obra Problemas 
Selecionados de Matemática — IME ITA e Olimpiadas, do professor Marcilio 
Miranda. 

Esse livro apresenta uma ampla gama de problemas de niveis 
intermediário e avançado das mais variadas olimpíadas de Matemática de todo o 
mundo, assim como problemas propostos para treinamento, todos eles 
integralmente resolvidos ao final do livro, tendo alguns deles, mais de uma 
solugáo. 

Os estudantes que se preparam para IME ITA e Olimpiadas tém, nesse 
livro, uma ferramenta poderosa que permite ao leitor obter um grande salto de 
conhecimento num curto intervalo de tempo. 

O autor, Marcílio Miranda, professor do CENTRO UNIVERSITARIO 
UNINOVAFAPI, selecionou e reuniu um conjunto de problemas muito 
interessantes e variados, em especial aqueles relativos a nümeros inteiros, 
equações com números inteiros, congruéncia linear. Conta adicionalmente com 
muitas questóes de álgebra e trigonometria, problemas envolvendo séries 
telescópicas, expressões trigonométricas, equações algébricas, relações de 
Girard, enfim, um livro indispensável para todos os professores e estudantes 
desse segmento. 


A VestSeller, juntamente com o autor, tem a certeza de, mais uma vez, 
estar contribuindo para a educação no Brasil, enriquecendo o mercado editorial 
com mais uma obra prima em Matemática de grande valor para estudantes e 
professores. 


Renato Brito Bastos 
Engenheiro Eletrônico — ITA 97 
Diretoria VestSeller 


Prefácio 


Com o langamento do volume 1, criei prazer em escrever livros e posso 
assim compartilhar com todos um pouco do que eu aprendi durante anos de 
estudo. 

Recebi de varias pessoas e-mails falando que haviam gostado muito do 
livro, algumas pessoas me adicionaram no Orkut, no MSN no facebook também. 
Para mim, resolver estes problemas é uma diversáo. Ás vezes deixo de ir a uma 
festa, ir a uma viagem para ficar em casa resolvendo estes problemas. 

Estou envolvido em vários projetos como os solucionários dos livros 
Noções de Matemática — AREF e os livros problemas selecionados de 
Matemática. 

Espero novamente estar contribuindo para a educação Brasileira 
lançando mais um livro de alta qualidade para os leitores da Vestseller. 

Para melhor aproveitamento do livro, sugiro que primeiro o leitor tente 
fazer o problema e só depois olhe a solugáo detalhada ao final do livro. É 
interessante também que o leitor tenha uma boa base de trigonometria, 
polinómios, teoria dos números, geometria plana e fungáo parte inteira. 

Os leitores que desejarem entrar em contato com o autor para fazer 
criticas, sugestões, soluções alternativas aos problemas bem como comunicar 
erros pontuais na presente obra, devem fazê-lo pelo e-mail: 


marcilic@Ə hotmail.com. 
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Capítulo 1 


Problemas de Olimpíadas de Matemática 


Capitulo 1 — Problemas de Olimpiadas de Matemática 


Capítulo 1 
Problemas de Olimpíadas de Matemática 


Questáo 1 (Argentina 2000) 


Seja ABCD um quadrilátero com ААВС = АРС = 90? e ВАР = 60°. 
Se АВ = 7 е АР = 8, calcule BC e CD. 


Questáo 2 (Vietna 1981) 
Prove que um triángulo é retángulo se, e somente se: 


sen А + sen B + sen C = cos A + cos B + cos C +1 


Questao 3 (Bielorussia 1995) 
Num triangulo ABC seja K o ponto médio do lado AB e L um ponto sobre AC tal 
que AL = LC + BC. Prove que ZKLB = 90? se, e somente se AC = 3BC. 


Questáo 4 (Moldávia 1997) 


Encontre todos os inteiros positivos n para os quais n + 200 e n — 269 sáo cubos 
de um inteiro positivo. 


Questáo 5 (Moldávia 1998) 


Encontre os nümeros naturais n de 4 algarismos tais que a soma dos seus 
digitos é igual a 2027 — n. 


Questáo 6 (Moldávia 2002) 


Encontre todas as soluções reais da equação: 


ERES 
x|*t|Xe-—ltX-4—|-72002. 

PELO eS] 

Nota: |x| denota a parte inteira de x. A parte inteira de um número real x é o 


maior inteiro x que nào é maior que x. 


Exemplos: | 1,41 |=1,| x |23.| - x |= - 4. 
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Questáo 7 (Moldávia 2002) 


Existe um inteiro positivo n » 1 tal que n é uma poténcia de 2 e permutando seus 
digitos obtenhamos uma poténcia de 3? 


Questáo 8 (Argentina 2001) 


1 1 1 
Encontre todos os números reais tais que — +—— = —— 
Lx] [2x] 6-ix; 


Nota: {х} = x -| xj. 
Exemplos: | 1,41 ]=0,41,| 3.14 |= 0.14 


Questáo 9 (Ibero — Americana 1985) 
Ache as raizes n, rx, r4, (4 da equação 4x* — ax? «bx? - cx +5 = 0 sabendo que 
[5 Ta 


rr 
são reais e positivas e que satisfazem: 1424344 = 1 
? 1 2'4'5'8 


Questão 10 (Áustria 1999) 
Prove que a soma do numero de dígitos de 4" e 25" na base 10 é sempre impar. 


Questáo 11 (Peru 2004) 


Ache todos os inteiros x tais x? + 3x « 5 é quadrado perfeito. 


Questáo 12 (Grécia 1995) 


Encontre todos os inteiros positivos n tais que —5* + 5% + 5" é quadrado perfeito. 


Questáo 13 (Estados Unidos) 


Calcule a soma cos? 10° + cos? 50° + cos? 70°. 
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Questão 14 (Hungria) 
Calcule o valor da expressão: 


P= cos cos 2 E ca tu co spas сов 5 
45 15 15 15 15 15 15 


Questáo 15 (Roménia) 


a eos 2 2 
Se 0 «x < 1. Determine o valor máximo da expressão х · v1—-x^. 


Questáo 16 (Alemanha 2006) 


Encontre dois nümeros consecutivos tais a soma dos dígitos de cada um é 
múltiplo de 2006. 


Questão 17 (Suécia 1998) 


Seja ABC um triângulo. Prove que c > (a +b): sen. 


Questào 18 (Suécia 1999) 


Resolva a equação 


[e -x-1]-2|-3]-a]-s|-x2+x-20. 


Questão 19 (Irlanda 2002) 


Suponha que n é o produto de 4 números primos distintos a, b, c, d tais que: 
j) a+c=d 
i) a-(a+b+c+d)=c-(d-b) 


ii) 1+bc+d=bd 
Determine n. 


Questão 20 (Eotvos 1899) 
Mostre que 2903" - 803" — 464" + 261" é divisível por 1897, para todo n e N. 
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Questao 21 (Filipinas 2008) 


Seja0 « b « a tais que a? « b? - 6ab, calcule => 
+ 


Questáo 22 (Argentina 1996) 
Determine todos os números reais positivos x tais que 


|x]+| 1996х | = 1996 


Questáo 23 (Argentina 1996) 


- Olimpiadas (Volume 2) 


Seja n um nümero natural e d(n) a quantidade de divisores positivos de n. Por 
exemplo, d(12) = 6, pois seus divisores sáo 1, 2, 3, 4, 6, 12. Achar todos os 


nümeros naturais n s 200 tais que: 
n 


(n) 


Questão 24 (África do Sul 2006 — Adaptada) 


Num triángulo acutángulo ABC temos que BC = 1 e AC = 2. Determine o maior 


valor possivel do ángulo A. 


Questáo 25 (Certame Número de Ouro 2005) 


Seja a um número natural tal que a = 6 (mod 7), entáo Ja é irracional. 


Questáo 26 (Argentina) 
(3 · 995)! 


Qual é a maior poténcia de 3 que divide 595! 


Questáo 27 (Rioplatense) 


Quantas soluções inteiras positivas tem a equação |z! E 


x 
11 


|? 
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Questáo 28 (Canadá) 


Determine todas as soluções reais de x -|x| = 3. 


Questáo 29 (Canadá) 


Determine todas as soluções reais de x? + 144 = 25. [х]. 


Questáo 30 (Argentina) 


(5n + 2) - (bn + 3) 


Prove que para todo n natural | 5 


| é um numero impar. 


Questáo 31 (Argentina) 


Ache todos os números reais x tais que |х|. [x] +x = 2. {х} +10 


Questáo 32 (Asian Pacific 1996) 
Sejam a, b e c lados de um triángulo. Prove que: 


Ja+b-c+Va+c-b+Yc+b-a2 Va + vb + ye 


Questão 33 (China 1991) 


Calcule o valor da expressão cos? 10º + cos? 50º — ѕеп40° . sen80* 


Questão 34 (Republica Tcheca e Eslovaca 2004 - Adaptada) 


Encontre todos os números naturais n tais que: 
1.2 3 n 


é um numero inteiro. 
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Questáo 35 (Eslovénia 2002) 


38 é o menor inteiro positivo tal que seu quadrado termina em trés algarismos 
4(38? = 1444 ) . Qual o próximo inteiro positivo com essa propriedade? 


Questao 36 (Irlanda 2002) 

Em um triângulo ABC tem-se que AB = 20, АС = 21 e BC = 29. Se D e E são 
pontos do segmento BC tais que BD = 8 e EC = 9, determine a medida do ángulo 
ZDAE. 


Questáo 37(Áustria 2002) 
Determine o menor inteiro positivo x para o qual todas as frações 


3x+9 3х+10 3x+11 3x +49 
so 9 ' 10 '"' 48 


são irredutiveis. 


Questáo 38 (Filipinas 2008) 


Num quadrilátero sabe-se que AB = BC = 4 cm, ZABC = 100ºe ZCDA = 130º. 
Determine a medida de BD. 


Questào 39 (África do Sul 2006) 


Num triângulo ABC temos que AB = AC e АВАС = 100º. Seja D um ponto sobre 
AC tal que ZABD = ZCBD. Prove que AD + BD = BC. 


Questao 40 (Bulgária 1965) 


Sejam A, B, C àngulos de um triángulo prove que: 
А = cos А + cos B + cos C «2 


Questáo 41 (OBM 2001-Terceira Fase) 
Sejam a, b, c números reais positivos prove que: 
(a+b)-(a+c)>2- /abe-(a+b+c) 
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Questáo 42 (Singapura 2008) 


Sejam x e y números reais positivos tais que (x + y)? =2500 e xy = 500, calcule 


x? +y’. 


Questão 43 (Singapura 2008) 
Calcule o valor da expressão 


(log yz cos20º + log z cos 40? +log z cos 80º)? 


Questão 44 (Singapura 2008) 
Encontre o resto da divisão do polinômio P(x)=(x-1)'% + (x-2)'ºº pelo 


polinômio Q(x) = x? — 3x + 2 


Questão 45 (Singapura 2008) 


Se a e b são números inteiros e J7 - 443 é uma das raízes da equagáo 
х? - ax « b = 0. Calcule a + b. 


Questáo 46 (Singapura 2008) 


Se f(x) = х2 +ү1- х2, onde -1« x « 1. Encontre a imagem de f(x). 


Questão 47 (Singapura 2008) 
Sex y e z são inteiros positivos tais que 27x + 28у + 292 = 363. Determine o 
valor de 10 - (x +y +z). 


Questáo 48 (Espanha) 


“УЗ - senx 


1 < 1 é válida para todo x real. 
2 +cos x 


UN 


Prove que a desigualdade -1< 
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Questáo 49 (Alemanha 1996) 
Encontre todos os pares de números reais (x, y) tais que: 


х-у=7 
V? + зу + у? =7 


Questáo 50 (Irlanda 1990 — Adaptada) 
Seja n 2 3 um número natural. Prove que: 


1 1 1 1 


1 
+ + des, ———m € — 
з s p (Qna1? 12 


Questáo 51 (Uruguai 2000) 


Seja ABC um triángulo e D um ponto sobre BC. Sejam R, e R; os raios das 
circunferéncias circunscritas aos triángulos ADC e ABD respectivamente. Prove 


AB R$. 


Questáo 52 (Irlanda 1988) 
Prove que se n um inteiro positivo entáo: 


л 2л 3л 
4 4 + cos! 


os + +... COS 
+1 2n+1 2n+1 


Questão 53 (Irlanda 2007) 


Sejam r, s e t as raizes do polinômio р(х) = x? - 2007x + 2002 


Determine o valor de EXT LN 
r+1 s+1 {+1 


Capitulo 1 - Problemas de Olimpiadas de Matemática 


Questáo 54 (IMO 1962) 


Resolva a equação cos? x + cos? 2х + cos? 3x = 1. 


Questào 55 (Rüssia 2001) 


Os senos dos ángulos de um triángulo sáo números racionais. Mostre que os 
cossenos sáo também racionais. 


Questáo 56 (Argentina 1997) 


Seja ABC um triángulo АВАС > 90° e M é o ponto médio de BC. 
Se “ВАМ = 90?, AB = 35 e AC = 77. Calcule BC. 


Questáo 57 (Bulgária 1964) 


Prove que a equação: 
3x- (x- 3y) = y? +22 


não tem outras soluções inteiras além da solução x = 0, у= 0 e z = 0. 


Questão 58 (Bulgária 1969) 


n 
Prove que para todo n natural o número N= 1+ 2?'? é divisivel por 5071. 


Questáo 59 (Bulgária 1963) 


Sejam x, e x, as raízes da equação x? + px +1= 0. Determine uma equação do 
segundo grau cujas raízes são y, e y3, onde y,=x,-(1-x,) e onde 
Y2 = х. (1-x;). 


Questáo 60 (Bulgária 1964) 
Encontre todas as soluções reais da equação: 


х? +2х. соѕ(ху)+1= 0 
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Questáo 61 (China) 


Seja а um número real tal que a? -a —1 = 0. Determine o valor numérico de: 


Y3a? - 4a +a- 4202 + 3a «2. 


Questáo 62 (Bélgica 1978) 


Ache um polinômio com coeficientes inteiros tal que 4/2 + 3/3 é raiz. 


Questáo 63 (Nórdica) 


. ; e etes Е 
Seja г um número tal que r+ – é inteiro, prove que r" +— ё inteiro para todo n 
r r 


natural. 


Questão 64 (Moldávia) 


Sejam a, b e c números inteiros positivos tais que: 
abc + ab + ac + bc + a + b + c = 2000. 
Calcule a + b + c. 


Questáo 65 (Yugoslávia 2003) 


Sejam a b e c os lados de um triângulo cujos ángulos são 
А = 40° B = 60°,С = 80? . Prove que a.(a + b + с) = b.(b + c) 


Questáo 66 (Roménia 2001) 


Seja ABC um triangulo retàngulo em A e D um ponto sobre AC tal que BD é 
bissetriz de B. Prove que: 


ВС-ВО ABS —-——=—— 
ВО ВС 2АВ 


Capitulo 1 — Problemas de Olimpiadas de Matemática 


Questáo 67 (Croácia 1997) 
Sejam x, y, z, a, be c números inteiros tais que: 


х2 + y2 = а? 
x2 + z2= b? 
22+ уг = с? 


Prove que xyz é múltiplo de 55. 


Questáo 68 (Eslovënia 1999) 


A circunferéncia inscrita a um triangulo retángulo ABC toca a hipotenusa no 
ponto D. Prove que a área do triangulo ABC é igual a AD.BD 


Questão 69 (Auckland 2002) 


2 número 111...111(formado por m algarismos 1's) é divisivel por 37. Prove que 
m é múltiplo de 3. 


Questáo 70 (Auckland 2003) 
Se 2n + 1 é o quadrado de um inteiro positivo, prove que n é múltiplo de 4. 


Questáo 71 (Turquia 2005) 
(Sejam a, b e c os lados de um triangulo e r o raio da circunferéncia inscrita ao 


triangulo prove que: ds xd SE < a 
“a bP с? аг? 


Questáo 72 (Republica Tcheca e Estovaca 2000) 


Sejam P(x) e Q(x) dois trinómios quadráticos tais que trés das raizes da equagáo 
P(Q(x)) = 0 sáo os números — 22, 7 e 13. Determine a quarta raiz desta equagáo. 


Questáo 73 (Torneio das cidades 2002) 
Sejam a,b e c lados de um triangulo prove que 
a? +b? + 3abc > c? 
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Questáo 74 (Roménia 1981) 


Existe uma função f: R — В tal que f é injetora e f(x?) - (fp)? > i Y 


Questáo 75 (Chile 1996) 


Calcule a soma IS UST TE GN pu d 
1.4 4.7 7.10 " 1993-1996 


Questáo 76 (Chile 1991) 


Determine todos as soluções inteiras não — negativas da equação 2* - 2? = 1 
demonstre que não há outras soluções 


Questão 77 (Chile 1990) 


Determine um número natural n tal que 996 < 1+ 3 * 


Questão 78 (Chile 1992) 


Ache todos os números naturais n tais que 2^ + 5 é quadrado perfeito. 


Questáo 79 (Chile 1994) 


; " 1 1 
Seja x um número tal que: х + — = -1. Calcule x99 + 1992 · 
х x 


Questáo 80 (Croácia 1998) 
Sejam a, bec os lados de um triangulo prove que: 


(с a) 


AD tal O cS aegra O 
N a) ta c) tb cJ 
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Questáo 81 (Croácia 2005) 


Sejam a, b e c lados de um triangulo e R o raio da circunferéncia circunscrita. 

aybc : x : 

Sabendo que Rz bae determine os ángulos do triangulo. 
+С 


Questáo 82 (Alemanha 1971) 


Prove que quando n percorre todos os números naturais a sequéncia 


|^ ++ 5) percorre todos os números naturais exceto os quadrados perfeitos. 


Questão 83 (Peru 2004) 


Seja A = J44...44 - 88...88, onde temos 100 algarismos 4 e 50 algarismos 8. 
Calcule a soma dos algarismos de A. 


Questão 84 (Peru 2005) 


Quantos inteiros positivos de 3 algarismos possuem pelo menos um algarismo 7 
em sua representação decimal? 


Questão 85 (Peru 2004) 


1 


Calcule o valor de ———— ———————————————— 
ѕеп10° . sen30º . sen50? - sen70? 


Questáo 86 (China 1998) 


Calcule o valor de D 1999 2 2001+1 
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Questáo 87 (China 1992) 


Num triángulo equilátero ABC, os pontos D e E estáo sobre os lados АС e AB 
respectivamente. O ponto P é o ponto de intersecáo de BD e CE. A área do 
quadrilátero ADPE é igual a área do triángulo BPC. Determine a medida do 
ángulo BPE. 


Questáo 88 (AHSME 1961) 


Num triangulo ABC, temos que AB = BC. Os pontos P e Q estáo sobre os lados 
BC e AB respectivamente e tais que AC = AP = РО = ОВ. Entáo a medida do 
ángulo B (em graus) é: 


a) 255 c) 30 e) impossível de ser determinado 
1 
b) 263 d) 40 


Questáo 89 (China 1997) 


Num triángulo retángulo ABC retángulo em C marcamos os pontos E e F sobre 
AB tais que AE = AC e BF = BC. Determine o ángulo ECF. 


Questáo 90 (Ucránia 2005) 


Seja AD a mediana de um triangulo ABC. Suponha que ZADB=45º e 
ZACB = 30º. Calcule ZBAD. 


Questão 91 (Canadá) 


Prove que o algarismo das dezenas de 2999 + 22000 , 22001 


é impar. 
Questão 92 (Austrália 1991) 


Num triângulo ABC, M é o ponto médio de BC. Além disso, P e R estão sobre AB 
e AC respectivamente. Sabendo que Q é o ponto médio de AM e PR, prove que 
PR é paralelo a BC. 
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Questáo 93 (KRMO 1996) 


Num triángulo ABC, M é o ponto médio de BC. Sejam P e M pontos sobre os 
lados AC e BC respectivamente de tal que modo que PM divide o perimetro do 
triangulo ABC em duas partes iguais. Prove que PM é paralela a bissetriz interna 
do ângulo A. 


Questão 94 (Bulgária 1969) 


Prove que para todo n natural vale a igualdade: 
COSX  COS2X cos3x oo cosnx | ѕеп(п + 1)х 


cos'x соѕ2х costx ^ cosx  senx.cos"x 


Se cos x # 0 e sen x # 0. 


Questáo 95 (Croácia 1999) 


Seja ABC um triangulo as bissetrizes interna e externa ao àngulo C tocam AB em 
L e M respectivamente. Prove que se CL = CM então (AB)? + (BC) = 4R? , onde 
R é o raio da circunferéncia circunscrita. 


Questão 96 (Bulgária 1974) 
Encontre o número natural x tal que: 


[8 «| 92 J| 93 Je... [o -1 | - 400 


Questão 97 (China 1999) 


Num triángulo ABC, AD é mediana de BC e E é um ponto sobre AD tal que 
BE = AC. Considere F como sendo o ponto de interseção de BE e AC. Prove que 
EF = AF. 


Questao 98 (Croácia 2001) 


Em um triangulo ABC onde AC » BC, M o ponto médio de AB e 
ZCAB-a,ZCBA = B, ХАСМ = ф, 4ВСМ = y, 


sena.senf _ senp.seny 


rove que: = 
: š sen(u-f) ѕеп(ф – у) 
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Questáo 99 (Estónia 2001) 


Num triângulo ABC temos que ZABC = 2 . ZBCA e a bissetriz do ângulo A, toca 
BC num ponto D tal que AB = CD. Determine o àngulo A. 


Questáo 100 (lugoslávia 1978) 
Se xyz = 1, calcule o valor da expressão: 


ПЕЕ ЕРА БЕЗНЕ е 
1+х+ ху 1+2+ х2 14 y+yZ 


Questáo 101 (Irlanda) 


Seja ABC um triángulo com lados BC, AC e AB de medidas a, b e c 
respectivamente. Sejam D e E os pontos médios de AC e AB respectivamente. 


Prove que BD é perpendicular CE, se e somente se, b? «c? = 5a2. 


Questào 102 (india 2007) 


Seja BD a bissetriz do ángulo B num triángulo ABC retángulo em C. E seja E um 
ponto sobre AD tal que AE = CE. Prove que: 


Questáo 103 (KRMO 2008) 


Seja ABC um triángulo. Sejam D e F os pontos médios de BC e AB 
respectivamente. Seja K um ponto sobre AC tal que AC é perpendicular a FK. O 
prolongamento de FK encontra a perpendicular a BC passando por B no ponto N. 
Prove que ND = R, onde R é o raio da circunferéncia circunscrita ao triángulo 
ABC. 
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Capítulo 2 
Problemas de Treinamento 


Questáo 1 


10 
Seja ABC um triángulo tal que ZACB=3.ZABC e AB = q BC. 


Determine cos А + cos B + cos C. 


Questáo 2 


Seja ABC um triángulo isósceles сот AB = AC e ZBAC = 100*. A bissetriz do 
ángulo B toca o lado AC em D. Prove que BD + AD = BC. 


questão 3 


Seja ABC um triángulo tal que ZABC = ZACB = 80°. Tome um ponto P sobre AB 
tal que ZBPC = 30°. Prove que AP = BC. 


Questão 4 


Num triângulo temos que ZABC = ZACB = 40°. Seja P um ponto interior do 
triángulo ABC tal que ZPBC = 20° e ZPCB = 30º, prove que ВР = BA. 


Questão 5 


Num triângulo ABC marcamos os pontos D sobre AB tal que AD = BD e o ponto 
E sobre AC tal que AE = 2 - CE. Os segmentos CD e BE se cortam num ponto F. 
Prove que 4EF = BE. 


Questão 6 


Num trapézio isósceles ABCD, temos que AD = BC. A base maior é AB e a base 
menor é CD. Sabe-se que a diagonal do trapézio mede 10cm e forma com a 
base maior um ángulo de 45º. Determine o perímetro do trapézio. 
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Questáo 7 


Num quadrado ABCD. Seja F o ponto médio de CD e E um ponto sobre CF de tal 

modo que BC + CE = AE, prove que: 

a) EF=CE 

b) ZBAE=2-ZFAD 

C) Seja G o ponto de encontro dos prolongamentos de AE e BC, prove que 
3.CG = CD. 


d) Proveque tgZFAE = 


LS 


1 


5.1] A ES Ses CN 
Dado um triángulo equilátero ABC de lado 24 cm. Prolonga-se o lado BC e sobre 
este prolongamento toma-se um ponto S tal que CS = 12cm. Une-se S ao ponto 
médio do lado AB 

a) Calcule AN e CN 

b) Calcule MN e NS 

c) Calcule a área do quadrilátero BCMN. 


Questáo 9 (Concurso para professor IFRN 2009) 


Considere o triángulo retángulo no qual a hipotenusa se encontra sobre a reta r: 
3x + 4y = 0, um cateto é paralelo a reta x — y + 1 = 0 e o vértice do ángulo reto é 
o ponto A(5, —2). Com base nessas informações, qual é a medida da hipotenusa? 


Questão 10 


Num quadrado de ABCD prolongamos o lado AB até um ponto F tal que BF = 10 
cm. Seja E um ponto sobre CF de tal forma que AE é perpendicular a CF. E seja 
G o ponto de interseção de AE e BC. Sabendo que AG = 20 cm determine o 
ângulo Z FCB. 


Questão 11 


Prove que V2, 3,5 não podem ser termos de uma mesma progressão 
aritmética. 
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Questáo 12(Teorema das colunas) 
Prove que para todo n natural vale que: 


Cop +C +Co.2p +... + C C 


р+1р р+пр > Ур-п+1р+1 
Questáo 13 
Prove que 12 + 22 + 32 + an? D («9 (2п+1) 

do 6 | 
Questáo 14 

2 
rove que PAD +з +... (RA) š 
Questáo 15 
. -(n-1 

Prove que 1-242.343-44...«n- (n1) = 24 M (m-) 


Questão 16 
Prove que: 
n-(n+1)- (n+2)-(n+3) 


1.2.3+2.3.4+3.4.5+...+п.(п+1). (п+ 2) = 3 


Questão 17 


Prove que cos 24? + cos 48? — cos 84” — cos 12° = a 


2 


Questão 18 


Calcule o valor da expressão 16 - (sen? 15° + cos? 15°). 
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Questáo 19 (ITA 1997) 


Seja f: R > R funções tais que g(x) = 1-х e f(x) +2: f(2- x) = (x 1)?, 
para todo x real. Entáo f(g(x)) é igual a: 
a) (x-1 


b) (1-х)? 
c) x 

d x 

e) 2-x 


Questáo 20 (ITA 2002) 
Os valores de x e R , para os quais a função real dada por 


f(x) = J5 - |2x -1|- 6| 


está definida, formam o conjunto: 
a) [0,1] 

b) [-5.6] 

c) [-5, 0] Ç (1, eo] 

d) [—, 0] u [1, 6] 

e) [-5,0]u[1, 6] 


Questao 21 


Sejam a e b nümeros inteiros prove que Ja + Jb é inteiro se, e somente se, a e 
b sáo quadrados perfeitos. 


Questao 22 
Calcule a soma 1 + 11 + 111+....+ 11...11(n 1's). 


Questão 23 


Calcule a soma d A * 34 
248 7 
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Questáo 24 


Em quantos anagramas da palavra Brasil as vogais estáo em ordem alfabética? 
E em quantos as vogais estáo em ordem alfabética? 


Questáo 25 


Com os números 1, 2, 3, 4, 5formamos 120 números de 5 algarismos distintos. 
Quanto vale a soma desses 120 números? 


Questáo 26 


Existem funções f:R=>R e д: Е > К tais que f(g(x)) = x! e g(f(x)) = x? para 
todo x real. 


Questáo 27 


Sejam a, b e c nümeros reais dois a dois distintos. Prove que: 
Ya-b+Yb-c+Yc-azo. 


questão 28 (Concurso para professor IFMA - 2010) 


Duas pessoas A e B jogam alternadamente uma moeda. Ganha aquele que 
obtiver primeiro cara. Determine a probabilidade de B ganhar o jogo sabendo que 
A começa jogo. 


ат 919 


ay? 


Ж е) É impossível calcular 


3 
2 


Questáo 29 (ITA 2007) 


Seja Q(z) um polinómio do quinto grau, definido sobre o conjunto dos nümeros 
complexos, cujo coeficiente de z? é igual a 1. 


Sendo z? «z? « z « 1 um fator de Q(z), Q(0) = 2 e Q(1) = 8, então, podemos 
afirmar que a soma dos quadrados dos módulos das raízes de Q(z) é igual a: 


a) 9 
b) 7 
c) 5 
d) 3 
e) 1 
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Questáo 30 


Encontre todos os inteiros a tais que x? — x + a tem 3 raízes inteiras. 


Questáo 31 


Prove se a e b são números racionais e a + bV3 = 0, prove que a =b = 0. 


Questao 32 


Determine todos os inteiros a e b tais que 1+ УЗ é raiz da equação: 
3x? +ax2+bx+12=0. 


Questão 33 
Ache um polinômio р(х) tal que P(1) = 1, P(2) = 2, ..., P(1999) = 1999, P(2000) = 


2000, mas P(2001) # 2001. 


Questão 34 


Escreva um polinômio tal que P(1) = 1, P(2) = 2 e P(n) é irracional para todo n 
inteiro diferente de 1 e 2. 


Questão 35 
Se P(x) é um polinômio do 5º grau que satisfaz as condições 


1 = P(1) = P(2) = Р(3) = Р(4) = P(5) e P(6) = 0, 


ache P(0). 


Questão 36 


Calcule o mdc entre todos os inteiros da forma x.y.z onde (x, y, z) percorre todas 
as soluções inteiras da equação х? + y? = 2° com x.y.z É 0. 
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Questáo 37 


Seja n um número natural e a < b < c, divisores de n, tais que n = a + b+ c. 
Prove quec=a+b. 


Questáo 38 


Encontre todos os inteiros positivos (x, y) que satisfazem a equagáo: 


х? — y! = xy + 61 


Questáo 39 


2 2 2 
а -b* «c 
c2 


Sejam a, b, c trés lados de um triángulo que 1< ——————— «< 
ab + ac + bc 


Questáo 40 


Seja f(x) = x? + bx + c, onde a, b e c são números reais. Se a equaçào | f(x) | = 3 
tem como raizes 
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Capítulo 3 
Soluções dos Problemas de Olimpíadas de Matemática 


Questáo 1 (Argentina 2000) 


Seja ABCD um quadrilátero com ААВС = ZADC = 90° e ZBAD = 60°. 
Se AB = 7 e AD = 8 calcule BC e CD. 


Solução: 
Como ZABC = ZADC = 90º e ZBAD = 60º temos que 
ZBCD = 120º. 


Dai temos que o quadrilátero ABCD é inscritível. 


Seja ZDAC = a então ZDBC = a (pois estão inscritos 
no mesmo arco CD) de onde concluímos que ZDBA = 
90º — a 


Usando a lei dos cossenos no triângulo ABD temos que: 


(BD)? = 72 «8^ -2.7.8.5 => BD = 57 


Usando a lei dos senos no triángulo ABD temos que: 


EM M m 8 UNT, <a as 
sen(90º-a) 43 cosa V3 


2 2 


= З Баз = aces > 299 _ созо 
J57 19 19 
Por outro lado temos que 


sen?a + cos? 


a mt sento mt [E = senta = 372 > sena = 1 > 
J57 u 
sena 4g _ V57 _ 3 
cosa 4/19 4/19 4 

19 


> tga = 
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Agora usando a definigáo de tangente no triángulo ACD temos que 


iae UL CA oe 
S= D ТА Уз 


Usando o teorema de Pitágoras по triángulo АСО temos que: 
(АС)? = (243)? +8? > (АС)? =76 


Usando o teorema de Pitágoras no triángulo ABC temos que: 
(AC)? = (BC)? +72 > (BC)? = 27 > BC = 3/3 


Questão 2 (Vietnã 1981) 
Prove que um triángulo é retángulo se, e somente se: 


sen A + sen B+ sen C = cos A + cos B + cos C +1 
Solução: 


Primeira parte: Se sen A + sen B + sen C = cos A + cos B + cos C + 1, então o 
triángulo é retángulo. 


Prova: 
Note que 


senA =2-2- sen ` созА е ѕепВ + senC = 2- sen? C . ¿6 iei 
Sabemos também que cos2x = 2cos? x - 1. E dai temos que 


1+cosA - 2: cos? ^ 


Temos também que 


cos В + cos C = 2. cosP* C. ERAS 


Usando isso temos que 

sen A + sen B + sen C = cos А + cos B + cos C +1 = 

> sen А + sen B+ sen = (1 + cos A) + cos В + cos С > 
B+C B-C 


cos —— 
2 


L2. sén cosa va - sen 
2 2 
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Note também que 


B+C A 
A+B+C=180° > Bt - әо°-^ sen? tE —соз^е cos = sent. 
2 2 2 2 
E dai temos que 
A A B+C B-C 
2.sen—-cos—+2.sen - COS = 
2 2 2 
AY B«C B-C 
=2-|cos—| +2 .соѕ - COS = 
2 2 
A A A B-C f. AY A B-C 
= sen - COS + COS - COS =| COS— + sen — - cos > 
2 2 2 2 ) 2 


A A A в-с] [ А B-C AY 
ѕеп — : соѕ — - sen — : cos + | COS— : COS =| COS— =0 
2 2 2 2 2 2 2 


A A 
—sen^. (cos А cos ] -cos 
2 2 , 


( A A) ( A s=) 
=> | sen— -cos — j -| cos— -cos =0 
2 2) 2 2 


B-C 


No primeiro caso temos que > = 45° > А = 90°. 


B-C_A_B-C 


A 
No segundo caso temos que cos = cos 


= A+ C = B > B = 90°. 


Logo o triángulo é retàngulo. 
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Segunda Parte: Se o triángulo é retángulo entáo: 
sen А + sen B+ sen C = cos A + cos B + cos C +1. 


Solução: 
Seja AB2 с, AC 2beBC-a. 


E suponhamos, sem perda de generalidade, que C = 90?. 


Dai temos que: 


a b 
НОВЕ san eic 1 
с 


е 


а а b 
создо BA Gor AN a ES dad 
ecc Cc C 


Portanto vale que: 


sen A + sen B + sen C = cos А + cos В + cos С +1. 


Questão 3 (Bielorussia 1995) 
Num triangulo ABC seja K o ponto médio do lado AB e L um ponto sobre AC tal 
que AL = LC + BC.Prove que ZKLB - 90? se,e somente se AC = 3BC. 


A 
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Solução: 


Parte1: Provar que se AC = 3BC então ZKLB = 90º 
Seja а = BC, b = AC e c = AB assim temos que: 


ВК = AK =Š 
Como AL = LC + BC, AL + LC = b e b = За e temos que LC = ae AL = 2a. 


Usando a lei dos cossenos no triangulo ABC temos que: 
8a? «c? 


2 = (За)? + с? - 2.c.3a.cos A = cos A = == (I) 
6ac 
2 2 
? = (3a? +a? — 2.a.3a.cosC > cos C = m 
a 


Usando a lei dos cossenos no triangulo AKL temos que: 


2 
2r. 2,[€|] 5»Ó[€ {с EE mE +0?) 
(KL) = (2a) (©) 2(5) 2a.cosA = 4a? +Ñ а за EEE 
2 
2422 |E _ 16а? 2 
= 4а (3) 6 (111) 


Usando a lei dos cossenos no bue: BLC temos que: 


(108? -c?Y „2 E 
E нк сиу) 


(BL? = (a? + (a? -2aa.cosC = 2a? - 2a? 1 
Dai temos que: 


[ 2 2 2) 2 2 2 
(BL? + (KL) EE 2c) c 


6 6 
= (BL)? + (KL)? = (ВК)? = ZBLK = 90? 


Parte2: Provar que se ZKLB= 90º então AC = 3BC 


Como AL = LC + BC, AL + LC = b temos que Lc= 8 ena 
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Usando a lei dos cossenos no triangulo AKL temos que: 


vr] Cg] E mn. 
ESA 


2a?bc + a?b?c + ate - a?c? 
а AV) 
4abc 
Usando a lei dos cossenos no triangulo BLC temos que: 


(BL? = (а)? + [ке = 29) ° 


aa 


).cosc = 


3a?bc - ab?c + 2a*c - 2a?c? + 2abc? 


4abc v 


Como ZKLB = 90? temos e (BL)? +(KL)? = (вк)? portanto temos que: 


Í 3a*bc — ab?c + 2a*c - 2a?c? + 2abc?l. f 2a?bc + a?b?c + ас - a?c? | abc? 
4abc ]4 \ 4abc J ` 4abc 


= -ab?c + 2a2b2c + 5a3bc + abc? + Зас - 3a?c? = 0 
> (b — За).(ас).(с– (a + b)).(c + a + b) = 0 =b = За 


Questão 4 (Moldávia 1997) 


Encontre todos os inteiros positivos n para os quais п + 200 e n — 269 são cubos 
de um inteiro positivo. 


Solução: 
Devemos achar x e y inteiros positivos tais que п + 200 =x? e n-269- у? > 


x? - y? = 469 > (х-у)(х? + xy +y?) = 7. 67. 


Claramente temos que x-y>0 e х? + xy + y? > 0, portanto temos que x-y = 7 


e х? «xy « y? = 67 ou x-y 2 67 e x? «xy « y? = 7. 
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No primeiro caso temos que x = y +7. 
Substituindo na segunda temos que 3y? + 21у + 49 = 0. 


Esta equagáo náo tem raiz real pois A < 0. 


No segundo caso temos que x = y + 67. 


Neste caso temos que x > 68, logo x? + xy + y? > 682, logo nào existe solugáo 
neste caso. 


Logo nào existe n tal que n + 200 e n — 269 sejam cubos de um inteiro positivo. 


Questáo 5 (Moldávia 1998) 


Encontre os números naturais n de 4 algarismos tais que a soma dos seus 
digitos é igual a 2027 — n. 


Solução: 
Seja S(n) = soma dos digitos de n. 


Como n tem 4 algarismos temos que 1 < S(n) < 36. 


Pelo enunciado temos que 
S{n) = 2027 — n = 1< 2027 -n < 36 => -12 n - 2027 2 -36 > 


= 2026 > п> 1991 


Vamos analisar os casos: 
n = 1991 > 2027 -n = 36 e S(n) = 20, portanto não é solução. 
n = 1992 > 2027 — n = 35 e S(n) = 21, portanto não é solução. 
n = 1993 > 2027 ~ n = 34 e S(n) = 22, portanto não é solução. 
n = 1994 > 2027 - n= 33 e S(n) = 23, portanto não é solução. 
n = 1995 > 2027 – n = 32 e S(n) = 24, portanto não é solução. 
= 1996 > 2027 ~ n = 31 e S(n) = 25, portanto não é solução. 
n = 1997 > 2027 – n = 30 e S(n) = 26, portanto não é solução. 
n = 1998 > 2027 -n = 29e S(n) = 27, portanto não é solução. 
n = 1999 > 2027 -n = 28 e S(n) = 28, portanto é solução. 
n = 2000 > 2027 -n = 27 e S(n) = 2, portanto não é solução. 
n = 2001 = 2027 — n = 26 e S(n) = 3, portanto não é solução. 
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n = 2002 > 2027 — n = 25 e S(n) = 4, portanto não é solução. 
n = 2003 > 2027 ~ n = 24 e S(n) = 5, portanto não é solução. 
n = 2004 > 2027 — n = 23 e S(n) = 6, portanto não é solução. 
n = 2005 > 2027 — n = 22 e S(n) = 7, portanto nào é solução. 
n = 2006 > 2027 ~ n = 21 e S(n) = 8, portanto não é solução. 
n = 2007 >= 2027 — n = 20 e S(n) = 9, portanto não é solução. 
n = 2008 = 2027 — n = 19 e S(n) = 10, portanto não é solução. 
n = 2009 > 2027 – n = 18 e S(n) = 11, portanto não é solução. 
п = 2010 > 2027 - n= 17 e S(n) = 3, portanto nào é solugáo. 
п = 2011 > 2027 — n = 16 e S(n) = 4, portanto não é solução. 
n = 2012 = 2027 — n= 15 e S(n) = 5, portanto não é solução 
п = 2013 > 2027 — n = 14 e S(n) = 6, portanto não é solução. 
n = 2014 > 2027 -n = 13 e S(n) = 7, portanto não é solução. 
п = 2015 > 2027 — n= 12 e S(n) = 8, portanto não é solução. 
n = 2016 > 2027 - n= 11 e S(n) = 9, portanto não é solução. 
n = 2017 => 2027 — n= 10 e S(n) = 10, portanto é solução. 

п = 2018 = 2027 — n = 9 e S(n) = 11, portanto não é solução. 
n = 2019 > 2027 — n= 8 e S(n) = 12, portanto não é solução. 
n = 2020 > 2027 —n = 7 e S(n) = 4, portanto nào ë solugáo. 
п = 2021 > 2027 — n = 6 e S(n) = 5, portanto não é solução. 
n = 2022 > 2027 — n= 5 e S(n) = 6, portanto não é solução. 
n = 2023 > 2027 — n = 4 e S(n) = 7, portanto não é solução. 
n = 2024 > 2027 -n = Зе S(n) = 8, portanto nào é solução. 
n = 2025 = 2027 -n = 2 e S(n) = 9, portanto não é solução. 
n = 2026 > 2027 ~n = 1 e S(n) = 10, portanto nào é solução. 


Portanto as únicas soluções sao 1999 e 2017. 


Questáo 6 (Moldávia 2002) 


Encontre todas as soluções reais da equação: 
1 2 
+ — | + £ | = 2002 
[x] 1х3) |<] 00 


Solução: 
Seja (x) = x - | x |. Claramente temos que 0 < {x} «1. Temos 3 casos a analisar: 
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Caso 1: 0< {х} «3 


Se ost «3o b - [e 2 |=|х+ КЕЕ que nào é solucáo, 


pois t nào é inteiro. 


0 «реак |з е [х2 |=8+1>38+1-2002 > 


=s=667=667+— s x<667+7- 


Caso 3: 


Se >< {х}<1э|х]=у e нр || унт 3442-2002, que пдоёа 


solugáo, pois v пао ё inteiro. 
dex ay 1 1 
Logo a única solugáo é 667 + 3 < х < 667 + S 


Questáo 7 (Moldávia 2002) 


Existe um inteiro positivo n > 1 tal que n é uma poténcia de 2 e permutando seus 
digitos obtenhamos uma poténcia de 3? 

Solução: 

2! = 2(mod 9), 2? = 4(mod 9), 2? = 8(mod 9), 2º = 7(mod 9), 2º = 5(mod 9), 

2º = (mod 9) 

Portanto uma potência de 2 deixa resto 2, 4, 8, 7, 5, 1 na divisão por 9. 


3! = 3(mod 9) e se m > 2,temos que 3” = О(тоа 9), logo uma potência de 3 
deixa resto 3 ou O na divisão por 9. 


Como as permutações de n deixam o mesmo resto de n na divisão por 9, temos 
que isto não é possivel. 
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Questáo 8 (Argentina 2001) 


З РЕЧ 1 1 1 
Encontre todos os números reais tais que — -:——; = —— 


[xj [2x] 6.00 


Solução: 
Vamos analisar 2 casos: 


Caso 1: Se 0« (х) «5. 


Neste caso é fácil ver que | х | = x е | 2х | = 2x 


Ѕеја 
[x]=a е |х} =ъ5 1-1-1. 60-3-а-3-а. 
а 2a 6b 
Como 
0562505322 =05а<3 =а=12р-52х-5, 


Саѕо 2: Ѕе 119 <1. 
2 


Neste caso е fácil ver que | х | = х e | 2х | = 2х +1 


Seja 
1 1 1 
= fx} =р=——-—— = — = 6b(2a + 1) - баб =a. (2a + 1) > 
ss е a Sapi go to 259 
2; 
12ab+6b-6ab=20 + a =» b = 222 
6 + 6a 
Como 
2. 
Topas 9 те 
2 6-6a 
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Primeiro passo: Resolver a inequagáo ш s 2а? +a 
dl À QUO аа ва 
- 1+ 7 

Resolver esta inequação temos que a < эй ou -1sas m Mas como a 
2 0, temos que osa it —0sas28. 

н 2. 28? «a 
Segundo passo: Resolver a inequação ——— < 1. 

6 + ба 


5-457 Е #7. 


Resolver esta inequação temos que a < –1 ou 


4 4 
Mas como a 2 0 ,temos que osas 9*9 о саєз,125. 
Assim temos que а= 2ou 3=b= 5 oub= Z =n= 22 oun= E. 


Questão 9 (Ibero - Americana 1985) 
Ache as raizes r, rx, f3, г, da equação 4х* -axº + bx? — cx+ 5 = 0 saben-do que 


E m ; n f f [4 
são reais e positivas e que satisfazem: —+—+—+—=1. 


5 8 
Soluçao: 
É fácil ver que «t t t =>. 
Por outro lado temos m 
ha, 
22558 Maaah m n a 
4 2458 2.4 5 8 4 


Comoa ra ocorre temos que os 4 termos sáo iguais, logo temos que 


г. 5 
i.i. 2=2=4= 0 эп=2. 35-4. Ens e noo: E 
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Questáo 10 (Austria 1999) 
Prove que a soma do numero de dígitos de 4” e 25" na base 10 é sempre impar 


Solução: 
Note inicialmente que 4” e 25” não são potencias de 10 para todo n natural. 


Vamos analisar dois casos: 

Caso 1: Existe um k natural tal que 2,5.10* < 4^ < 10" 

Neste caso temos que 4” tem k + 1 algarismos. 

Multiplicando a desigualdade acima por 4 temos que 101“! < 4°! < 4,10*< 10*? 
e dai 4°°' possui k + 2 digitos. 


Conclusão 1: Se 2,5.10* < 4" < 10" então 4"*! terá um algarismo a mais. 
Vamos provar que 25^*! também terá um algarismo a mais do que 25”. 
Temos duas opções para 25”. 


Se 25” possui s dígitos então 4.10*^ 1 < 25" < 10° ou 10° `! < 25" < 4.10°-'. 
Vamos provar que o primeiro caso é absurdo 
Se 4.105! < 25" < 10° > 10° "' < 25" < 25.105, 


Com isso teriamos que: 


10**! « 4"! < 4.108! 
10° *! < 25™' < 25.10*. 


Multiplicando as duas desigualdades teriamos que 

10**5*2« 102" *2 < 40** **?. absurdo, pois temos uma potência de 10 entre duas 
poténcias de 10 consecutivas. 

Dai concluimos que 10° `! < 25" < 4.1057 *. 

Como 105 ^! < 25" < 4.10* ^ ! temos que 10° < 25.10 ^ < 25^* * < 105 ^" e 
portanto 25" * ! possui s + 1 algarismos. 

Conclusão 2: Se 2,5.10' < 4" < 10* * ! e 25" possui *s" algarismos então 25" ` ' 
possui s * 1 algarismos. 


Caso 2: Existe um k natural tal que 10* < 4" < 2,5.40* < 10* * ! 
Neste caso temos que 4" tem k * 1 algarismos. 
Multiplicando a desigualdade acima por 4 temos que 4.10* < 4"! < 10* e dai 


n+1 


4 possui К + 1 digitos. 
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Conclusão: Se 10* < 4" < 2,5.10* então 4"*! terá o mesmo numero de algarismos 
de 4”. 

Vamos provar que 25" terá dois algarismos a mais do que 25". 

Temos duas opções para 25". 


n+1 


Se 25" possui "s" digitos então 4.10%”? < 25" < 10* ou 105^ ' < 25" < 4.1057". 


Vamos provar que o segundo caso é absurdo. 
Se 10! < 25" < 4.10! = 10° < 25.109! < 25"! < 4051, 


Com isso teriamos que: 


14,10% < 471 < 10°! 
|25310*" < 25"! < 40***. 


Multiplicando as duas desigualdades teriamos que 

10575*! « 107 *? < 10****2 absurdo, pois temos uma potência de 10 entre duas 
potências de 10 consecutivas. 

Daí concluimos que 4.10? `! < 25" < 10°. 


Como 4.10*”* < 25" < 10º temos que 10°%*' < 25.107! < 25"*' < 25.10° < 10°*2 e 
portanto 25" *? possui s + 2 algarismos. 


Conclusáo3: Se 10* < 4" < 2,5.10* e 25" possui "s" algarismos então 25" * ' 
possui s * 2 algarismos. 


Conclusáo 4: Em qualquer um dos 2 casos temos que a quantidade de 
algarismos aumenta de 2 em 2. 

Vamos concluir agora com uma indugáo. 

Note que 4 possui 1 algarismo e 25 possui 2 algarismos.Logo somando a 
quantidade de algarismo temos 3 algarismos portanto vale o caso inicial. 
Suponhamos a propriedade valida para n = k, isto é, a soma dos algarismos de 
4* e 25* é impar,isto é , 2t + 1 para algum t natural.(H.l.) 

Vamos provar que vale a propriedade vale para n = k + 1 

Pela conclusáo 4 temos que a soma dos algarismos de 4*" e25 е 2t+ 3 que 


continua sendo um numero impar. 
Portanto a soma do numero de algarismo de 4" e 25" é sempre impar. 


52 


Problemas Selecionados de Matemática (ITA-IME) — Olimpiadas (Volume 2) 


Questáo 11 (Peru 2004) 


Ache todos os inteiros x tais х2 + 3x +5 é quadrado perfeito. 


Solugáo: 
Vamos analisar 3 casos: 


Caso 1: Sex» 1 
Dai é fácil ver que (x +1)? «x? + 3x + 5 < (x + 2)? 


Caso2:sex«-4 
Dai é fácil ver que (x + 2)? < x? + 3x + 5 < (x +1)? 


Caso3:se-4sx x1 
Sex=-45 х? +3х+5 = 9 
Sex=-3> х? + 3х+5 = 5 
Ѕех= – 2 => х? + 3х +5 = 3 
Ѕех= – 1 => х? + 3х +5 = 3 
Ѕех= 0 > х? + 3х +5 = 5 
Ѕех= 1 = х2 + 3х +5 = 9 


Portanto as únicas soluções são х = 1ех = – 4. 


Questão 12 (Grécia 1995) 


Encontre todos os inteiros positivos n tais que —5* + 55 + 5" é quadrado perfeito. 


Solução: 


É fácil ver que n = 1, 2, 3, 4 não são soluções. Agora se n > 4, temos п= 4 +г, 


onde r > 0, teremos 
-5f +55 4 5^ = 5* . (214-54 8'). 
Daí temos que 5' + 4 é quadrado perfeito, logo temos que 


5' +4 =s? >5' = 52 -4 =(5-2).(5+ 2). 
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Assim temos ter s — 2 e s + 2 são potências de 5, portanto temos ques = З ёа 
única solugáo. 


Logo temos que r = 1, portanto n = 5 


Questáo 13 (Estados Unidos) 


Calcule a soma cos? 10° + cos? 50º + cos? 70º. 


Solução 1: 
cos? 10? + cos? 50° + cos? 70° = 


_ 1+ cos20° + 1+cos100% 1+cos140º 3 cos20º+cos140º+cos260º _ 


2 E 2 2 
_ 3 ^ =sen(-40º)+ sen320º 3 
172 2 2 
Solução 2: 
Seja S = cos? 10* + cos? 50° + cos? 70º > 


= 25-3 = (2.cos?10*- 1) + (2 - cos? 50 —1) + (2 - cos? 709-1) = 
= cos 20? + cos 100? + cos140? = cos20? – (cos80º + cos 40º) = 


-Ccos20?-2cos20?.cos60 205 5 = k А 


Questao 14 (Hungria) 


Calcule o valor da expressáo 


Poca cos E cos a. сов ST, os EE cos — 
7715 15 15 15 15 15 15 ` 


Solugáo: 
n 2n Зл 4n 5л 6n n 
Р = соѕ — -cos— .cos— : . - 
15 15 15 15 15 15 15 


54 


Problemas Setecionados de Matemática (ITA-IME) — Olimpiadas (Volume 2) 


cos .sen-.. сас: sen2* . cos 2 . on 37 . cos 4" sen ^" 
15 T5 15 15 15 15 15 15 
sent . еп S. sen rM - sen Ал. sen?" - sen! sens 
15 15 15 45 15 15 
5n 5n 6x 6л 7л 
cos % . sen27 . cos?* . sen?" . cos 
15 15 15 15 15 
2x 3n 4n 5n бл 7x 
sen— . sen sen sen-- - sen sen sen 
1 15 15 15 15 15 15 
2 4n 1 бх 1 8л 
зеп =: . – -sen — : — - sen — ѕеп 
5 2 15 2 15 2 15 
2n Зя 4n 5л бл Tr 
sen — : sen “<— . ѕеп х= · sen — - sen sen se 
1 15 15 15 15 15 15 
1 10x 1 12x 1 147 
ѕеп — n 
2 15 2 15 2 15 
л 2т Зл 4n 5л 6л 7x 
sen — - sen-— - sen — - sen — - sen — - sen - sen 
15 15 15 15 15 15 15 
= 1 ; | ois sen = sen He ane. Saz, sena seno? 
2) “128 P 15 1515 15:15 15 


8л 7л 
е ѕеп — =sen—. 
15 15 


Questão 15 (Romênia) 


Se 0 < x < 1. Determine o valor Máximo da expressão xvi- x? 
Solução: 


Сото 0O<x<1 podemos fazer x=cosa, onde ae(0.5) logo temos que 


hz sen2a icu "E 
xV1-x? = соѕа · sena = cd portanto o valor máximo da expressáo е 2 


Questào 16 (Alemanha 2006) 


Encontre dois nümeros consecutivos tais a soma dos digitos de cada um é 
múltiplo de 2006. 
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Solução: 
Se dois números são múltiplos de 2006 então a diferença entre eles é no mínimo 
2006. 


Note que esse número tem que terminar em 9, pois caso contrário a diferença 
entre os dígitos dos dois números seria 1. 


Como a diferença tem que diminuir no mínimo 2006 o número terminar em no 
minimo 223 9's, assim a soma dos algarismos diminui em 2007 e aumenta 1 no 
primeiro número que não é 9. 

Um exemplo é n = 1899...99(221 9's)799...99(223 9's).Note que S(n) = 4012 e 
S(n + 1) = 2006. 

Questão 17 (Suécia 1998) 


Seja ABC um triângulo. Prove que с> (a +b)- sens. 


Solucáo: 
Seja CD a bissetriz do ángulo C, onde D pertence a AB 


Daí pelo teorema da bissetriz interna, temos que 


b a _ a+b bc 


— ——s AD i 
AD BD AD+BD a+b 


Agora usando a lei dos senos no triángulo 


ADC, temos que: 


b AD 1 c 
ADC * С senADC - С 
зеп sen— (a+b)-sen— 
2 2 
с C 
Como sen ADC s 1, temos que ———————— > 1>cCc>(a+b)- seng 


р). = 
(a+b) sens 


Nota: Neste problema usamos a notação usual, onde a = BC, b =AC e c=AB. 
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Questào 18 (Suécia 1999) 


Resolva a equação =x2+x-30. 


|| х2 =x-1]-2|-3|-4|-5 


Solução: 
Como no primeiro membro temos um módulo então o primeiro membro é 
positivo, logo temos que: 


2 


х?+х-30>0->х>5 ou x<-6>x2-x2>20. 


Dai o primeiro membro é sempre positivo (em todos os módulos), logo o valor do 
primeiro membro é 


x? 4 x -15. 


Assim temos que x? + x - 152 x? +x-30>x= 


Questäo 19 (Irlanda 2002) 


Suponha que n é o produto de 4 números primos distintos a, b, c, d tais que: 
i) a+c=d 

ii) a-(a+b+c+d)=c-(d-b) 

iii) 1+bc+d=bd 


Determine n. 


Solução: 
Afirmação: a = 2 ou c = 2. 


Prova: 


Suponhamos, por absurdo, que a # 2 ou c # 2,daí teriamos a e c impares, logo d 
seria par, portanto d = 2, logo a = c = 1, absurdo! 


Por (ii) temos que: 
a-(a+b+c+d)=c-(d-b)> 
= a?+abrac+ad=cd-be > 
= a2+ab+ac+ad-cd+bc=0 
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Usando (i) temos que: 
a? +ab+ac+a(a+c)-c(a+c)+bc=0> 


= a? +ab+ac +a? +ac-ac-c?+bce=0> 
> (a+c)-(2a+b-c)=0>2a+b-c=0> 
>2a+b=c>a<coa=2>d-Cc=2. 


Agora usando (iii) temos que: 
1+bc+d=bd>1+d=b-(d-c)>1+d=2b. 


Agora temos que: 


) c+2=d 
I) 4+b=c 
Ш) 1+d=2b 


Fazendo | + 11 + Ill temos que: 
b+c+d+7=2b+c+d 
>b=7>c=11i>d=13> 
= п=2.7.11.13 = 2002. 


Questáo 20 (Eotvos 1899) 
Mostre que 2903" – 803" — 464" + 261" é divisível por 1897, para todo пем. 


Solução: 

Note que para todo n natural 2903" -803” é divisível рог 2100=7-300 e 
261º - 464" é divisivel por -203=7.(-29), portanto para todo n natural 
2903" — 803" — 464^ + 261" é divisível por 7. Por outro lado temos que para todo 
n natural 2903" — 464" é divisível por 2439 = 9. (271) е -803" + 261" é divisível 


por -542 = (-2) - (271), portanto para todo n natural 2903" — 803^ — 464" + 261" 
é divisivel por 271. 


Logo para todo n natural 2903" – 803" – 464" +261 е divisível por 
7 .(271) = 1897. 


Nota: Neste problema usamos o fato que х" — у" é divisível por x — y para todo 
n natural. 
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Questáo 21 (Filipinas 2008) 


-b 
Seja 0 < b < a tais que a? +b? = баб, calcule ER : 
+ 


Solução: 
а? +b? = бар > a? + 2ab +b? = 8ab > (а +b)? = Bab 


e 


a? +b? = бар > a? -2ab+b? = 4ab > 


Questão 22 (Argentina 1996) 
Determine todos os nümeros reais positivos x tais que Ix] + J1996x | = 1996. 


Solução: 
Seja f(x) = Lx] + L /1996x J claramente f(x) é não — decrescente. 


k? (k*1 
Note tamb e € x < —— ent 1996x J = k. 
ote ambém que se TT MEET ntão L y x J 
2 
Vamos resolver a equaçao +k = 1996. 
996 
Temos que: 
5 с - 
К + k = 1996 > k - 1986 +19965 mas como x > 0, devemos considerar k 
1996 2 
_ -1996 E 71233:58. 


Assim conseguimos uma aproximação para o resultado. 
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Note que 
(42332 1233? 
|——|= +1 = 1994 = 762 + 1234 = 1996. 
f 1996 761 233 94 e 1996 


Observe que se 


1233? y < 1234* 


єх< E J = logo f(x) = 1996 =763, 
4006 1006 => /1996x | = 1233, logo f(x) elx] 


absurdo!, 


1234? 
1996 


logo é a menor solução. 


Agora devemos ver qual das duas funções Lx] ou L /1996x J aumenta uma 


unidade primeiro. 


Note que |x] = 763 > 763 < x < 764 e 


2 2 
| 1 J=1235 œ 1239 £514 12367 764,14 < x < 765,37. 
2 1996 “3” 1996 


2 
Logo a solução é T <x < 763. 


Questão 23 (Argentina 1996) 


Seja n um número natural e d(n) a quantidade de divisores positivos de n. Por 
exemplo, d(12) = 6, pois seus divisores são 1, 2, 3, 4, 6, 12. Achar todos os 


números naturais n < 200 tais que A 8. 


d(n) 
Solugao 1: 


Se Sm =8= п= 8. Фп), logo temos que n é múltiplo de 8 e n s 200. 
n 
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n n 16 
= —=2 Sen=16t — = — 
Se n = 8 temos que aln) en emos que a(n) 5 
Se n = 24 temos que —— n — =3 Bened» imss 
we алу" d(n) 3 
Se n = 40 temos que de =5 SénsdütenosqiEc ad 
° aue am) > d(n) 5 
n 28 n 64 
=56t s ===> Se n = 64 temos que —— = — 
Sen emos que aln) 3 q aln) 7 
Se n = 72 temos que MADE, 
d(n) 
Se п 80 temos que em] =8 e, portanto 80 é solugáo 
n 
Se n = 88 temos que —— = 11 
E dfn) 
Se n = 96 temos que ET =8 e, portanto 96 é solução 
n 13 n 56 
Se n = 104 temos qu == Se п = 112 temos que — = — 
S emos que din) 2 we dn) 5 
n 15 n 
= — =— Se n = 128 temos que — = 16 
Se n = 120 temos que aln) 2 e qu a(n) 
n n 48 
Se n = 136 temos que sn" Sen = 144 temos que Wn) 5 
n n 40 
Se n = 152 temos que am S Se n = 160 temos que dn] 3 
88 
Sen = 168 temos que IOS 2 Se п = 176 temos que am === 
n 
Se n = 184 temos que am? Se n = 192 temos que ETC 9 
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Se n = 200 temos que ais) E 


Portanto 80 e 96 são as únicas soluções. 


Solução 2: 
Já vimos que n é múltiplo de 8. 


Logo temos como possíveis soluções: 
8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, 80, 88, 96, 104, 112, 120, 128, 136, 144, 152, 
160, 168, 176,184,192 e 200. 


Agora vamos analisar os casos 
Caso1: n é múltiplo de 8, mas n não é múltiplo de 16 


Neste caso temos que d(n) é múltiplo de 4, daí Bm nào divisível por 8. Com isso 


eliminamos o 8,24,40,56,72,88,104,120,136,152,168,184,192. 


Caso2: n é múltiplo de 16, mas não é múltiplo de 32 

Neste caso temos que d(n) é múltiplo de 5 e portanto n é múltiplo de 40,logo n= 
40 ou 80 ou 120 ou 200 i 
Analisando estes casos vemos que n = 80 é a única solução. 

Caso 3: n é múltiplo de 32, mas nào é múltiplo de 64. 

Neste caso temos que d(n) é múltiplo de 6 e portanto n é múltiplo de 96, logo n = 
96 é a única possibilidade. 

Analisando este caso é fácil ver que n = 96 é solução 


Caso 4: n é múltiplo de 64, mas náo é múltiplo de 128. 
Neste caso temos que d(n) é múltiplo de 7, logo n é múltiplo de 64 - 7 = 448, 
portanto este caso náo possui solugáo. 


Caso 5: n é múltiplo de 128 
Neste caso só temos n = 128 que é fácil ver que não é solução. 


Conclusão: 80 e 96 são as únicas soluções. 
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Questáo 24 (África do Sul 2006 — Adaptada) 


Num triángulo acutángulo ABC temos que BC = 1 e AC = 2. Determine o maior 
valor possível do ángulo A. 


Solução: с 
Seja AB = x. 


Usando a lei dos cossenos no triángulo ABC, temos que 2 1 

T -22?4.x2-2.2.x.c085A = 

>x?-4.xcosA+3=0> 

> (-4соѕА)? -4.1.320 A x 8 


(cos AY? > i . Como o triángulo é acutángulo temos que cos A > 0. 
3 3 
(cos AY. > Fi > (соѕЅА} > E = As 30°. 


Portanto o maior valor possível do ángulo é 30º. 


Questão 25 (Certame Número de Ouro 2005) 


Seja a um número natural tal que a = 6 (mod 7),entào Ja é irracional. 


Solução: 
Antes de fazer o problema vamos provar um lema 


Lema: Seja c um número inteiro, Se Jc é racional, então c é quadrado perfeito. 


Prova: Suponhamos, por absurdo, que c não é quadrado perfeito, mas Jc é 
racional. 


Como c não é quadrado perfeito existe um número primo p tal que o expoente de 
p na fatoração prima de c é impar. 


- m 2 | , 
Se Jc = — , onde m e n são naturais, dai temos que c .n2 = mê. 
n 
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Note que em n? existe uma quantidade par de fatores p e em c existe uma 
quantidade impar de fatores p, logo no primeiro membro existe uma quantidade 
impar de fatores p. 


Já no segundo membro temos uma quantidade par de fatores p, absurdo!, logo 
Ус é irracional. 


Agora vamos ao nosso problema. Se х é natural temos que x? = 0 ou 1 ou 4 ou 
2(mod 7), portanto a nào é quadrado perfeito. 


Daí temos pelo lema temos que Va é irracional. 


Questão 26 (Argentina) 
3.995! 


Qual é a mai tência de 3 divide ———— 
и aior poténci que divide 9951 


Solução: 
A quantidade de fatores 3 em (3 · 995 )! é 
ES |3.995| 13.995| 13.995| 13-9951 13.995| 13.995 
EE ie MEP! A LIES. 
“ыле mE. 


A quantidade de fatores 3 em 995! é 
| 995 | El. EJ EAE EJE E 
1729] 


| з Jt 27 | | 81] [243]. 
= 331 + 110 + 36 + 12 + 4 + 1 = 494. 
. 995! 
Logo a maior poténcia de 3 que divide 2205 ё 3995. 


Questáo 27 (Rioplatense) 


Quantas soluções inteiras positivas tem a equação E - EI * 1? 
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Solucáo: 
| [ек елок toten e | [eee em. Daí temos 
que: 


0eseosx<11=>|%|=0 


i) Зе 0 х< 10 | 


i)  Set0osx<20>|%|=1esett<x<22>|£|=1 
10. ERA 
ii) Sse20sx<30>|%|=2ese22<x<33>|%|=2 
10 | AT 
iv) Se 30 sx <40 => e =Зезе33<х<44 => E =3 
у)  Se40sx«50— mm =4ese44 sx<ss>|Z|=4 
vi)  Se50sx«60— d =Sese55sx<66> En УБ 
vi) Se60sx<70> = = 6 еѕеб6=х<77 х 1-е 
vii) Ѕе70 <x <80 => E =7ese775x<80> | 7 sã 
ix) Зе 80 єх < 90 = |.| = Ве зеВ8 <х < ЭЭ э [7 ae 
x) A RA xlzg 
[10] 11 
xi) Se 100 x «1102 | ® | = 10е ве 110 в х < 121 > |-* S40 
xi) бе 110 < x < 120 > T =11езе 12141225 [7 = 11 
xiii) Зе 120 5x «1202 | E | = 12е ве 132 <х 3 | E = 12 
xiv) Se 130:5x<140> | | = 13е ве 149:5x<154 | 5 a 
xv) Se 140 5х «150 | T. | =14 е ве 154 5x < 165 = | & = 14 
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xvi) Se 1505x < 160 = |. = 15 ese 165 sx < 176 => E =15 
xvii) Зе 160 х < t0 | 5. = 46 e se 176 «x < 187 > E = 16 
xvii) Se 170 s x < 180 > sl = 17 e se 187 s x < 198 => E = 17 
xix) Se 180 < x < 190 => E = 18 езе 198 s x < 209 > E = 18 
xx) Se 190 sx < 200 = | 5 = 19 e se 209 <x < 220 > | 77 | =19 
xxi) Se 200 < x < 210 => E =20 ese 220 єх < 231 => E = 20 
xxii) Sezto«x«z205 |. ж. = 21 ese 231 < x «2422 ү = 21 


Por (i) e (її) é fácil ver que 10 é solugáo. 

Por (ii) e (iii) vemos que 20 e 21 são soluções. 

Por (iii) e (iv) vemos que 30, 31 e 32 são soluções. 

Por (iv) e (v) vemos que 40, 41, 42 e 43 são soluções. 

Por (v) e (vi) vemos que 50, 51, 52, 53 e 54 são soluções. 

Por (vi) e (vii) vemos que 60, 61, 62, 63, 64 e 65 sáo solucóes. 


E assim sucessivamente totalizando 132 soluções. 

Note que se k > 21 não há mais soluções, pois o extremo superior de 
x à : 

E = К passa a ser menor do que o extremo inferior de 


10 


EH = К 1, pois 10(k + 1) < 11(k — 1) S k > 21. 


Logo a interseção passa a ser vazia. 
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Questáo 28 (Canadá) 


Determine todas as soluções reais de x? —| x |= 3 


Solução: 
Note que x? tem que ser um número inteiro, pois x? =3+|x J. Agora vamos 
analisar 2 casos: 


Caso 1: x? 20 
É fácil ver que x? = 0, x? = 1, x? - 2 e x? = 3 nào são soluções. 


Note que x? = 4 é solução. 


E se x? 25 é fácil ver que x? > 3+| х |, para todo x real positivo, pois quando 


x? aumenta uma unidade g(x) ou náo aumenta nada ou aumenta 1 unidade. 
Logo a única solugáo positiva é x = Ya. 


Caso 2: x? «0 


3 3 


= -1 temos que 3+|x]=-2, se x^ = -2 temos que 3+|x]=2, х? 2-3 
temos que 3+|x |= 2. 


Se x 


Considere as funções f(x) = х? e а(х) = 3«|x], note que quando x? diminui 


uma unidade g(x) ou nào aumenta nada ou diminui 1 unidade, assim claramente 
temos que f(x) < g(x) ¡para todo x < 0. 


Questào 29 (Canadá) 


Determine todas as soluções reais de x? +144 = 25 -| x | 


Solução: 
Note que x? é inteiro, pois x? = 25.[x|- 144 2 x= +k, onde k é inteiro. 


Além disso, temos que 25 ·| x |- 14420 > | x |> 6 =k > 36 = х? > 36. 


67 


Capitulo 3 - Soluções dos Problemas de Olimpiadas de Matemática 


Se К 236 temos que 36 = 6. Agora considere f(x) = x? е 9(х) = 25 [х ]- 144. 


note que a cada unidade aumentada em k, f(x) aumenta 1 unidade, já em g(x) eu 
nào aumenta nada ou aumenta 1 unidade (o aumento de 1 unidade se dá apenas 
quando k é quadrado perfeito e k — 1 nào é quadrado perfeito). 


Se 36 < k < 49,vemos facilmente que x? > 25. [x |- 144. portanto nào havendo 
solucáo nesse intervalo. Se k = 49, temos que 49 # 31. E se 49 < k < 64,vemos 
facilmente que x?»25.|[x|-144, portanto não havendo solução nesse 
intervalo. 


Se К = 64, temos que 64 # 56. Se 64 s К < 81, vemos facilmente que 
x? >25-|x]-144, portanto não havendo solução nesse intervalo. Note que 
k = 81 é solução. 


i se 81 < k < 100, vemos facilmente que x? > 25. [x]-144, portanto não 
„avendo solução nesse intervalo. Se k = 100, temos que 100 # 106. E se 100 sk 
< 121, temos que 25-|x|-144=106, logo x 24106 é a única solugáo. Se 
k = 121 temos que 121 # 131. 

E se 121 < k < 144, E se 121 < k < 144, temos que 25 .| х |- 144 =131, logo x = 

4131 ёа única solução. Se k = 144, temos que 144 # 156. E se 144 5 k < 169, 
temos que 25 . |x |- 144 = 156, logo x = 4156 é a única solução. 


Se К = 169, temos que 169 # 181. E se 169 s К < 196, temos que 
25 -|x]-144 = 181, logo x = /181é a única solução. 


Se k = 196, temos que 196 # 206. E se 196 < k < 225, temos que 
25 -|x]-144 2206, logo x = /206 é a única solução. Se k = 225, temos que 
225 # 231. E se 225 < k < 256, temos que 25 -|x]-144 = 231, logo х = /231 é 


a única solugáo. 


Se k = 256, temos que 256 = 256. E se 256 s k « 289, temos que 
25.|x|-144 = 256, logo x = /256 = 16 é a única solução. 
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A partir daqui nào mais solugóes, pois para k = 289, já temos que 
х2 »25.|x|-144, e para Lx] aumentar 1 unidade seria necessário que x? 
aumentasse mais de 25 unidades(a próxima vez que Lx] vai aumentar uma 
unidade é em 324 para isso x? vai aumentar em 35 unidades, a segunda vez 
que Lx] vai aumentar uma unidade é em 361 para isso x? vai aumentar em 37 
unidades, e assim vai aumentando de 2 em 2), portanto x? > 25 -| x |- 144, para 
todo k » 289. 


Questáo 30 (Argentina) 


(5x + 2) - (5x + 3) 


Prove que para todo n natural é um número impar. 


Solução: 
(5x +2) - (5x + 3) ae +25x+6 
5 E 5 


= 5n(n + 1) +1 e este número claramente é impar, pois 5n(n +1) é par. 


=! бп? + 5бп+1+- ГЕ + 5п+1= 
| 5] 


Questáo 31 (argentina) 


Ache todos os números reais x tais que | х |. {х} +x = 2. (x) + 10. 


Solucáo: 
Note que se x < 2 nào temos soluções pois: 


[\х|-{х}+х<2.{х}+2<2.{х}+10. 
Observe também que x > 10 não temos soluções pois: 
|x]: {x}+x >10 - {x}+10 > 2- {x}+10 
Logo as soluções estão no intervalo (2, 10] . Agora vamos analisar os casos. 


Caso 1: 2 5х «3 
Neste caso temos que [x | = 2, logo [x |. {х} +x = 2: {х} +10 < x = 10, absurdo! 
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Caso 2:3<x<4 
Neste caso temos que | x | = 3, logo 


Lx] {x}+x= 2.: 0010 O (x)+x=10, 


absurdo!, pois (x) + x < 5. 


Саѕо 3: 4 5х < 5 
Neste caso temos que | х | = 4, logo 


|x]-(x3+x=2-(3+10092-(x)+x=10, 
absurdo!, pois 2 - (x) - x «7. 


Caso 4:5<x<6 
Neste caso temos que [х] = 5, logo 


[x] {x}+x = 2. {х} +10 6 3. {x}+x = 10, 
absurdo!, pois 3 · (x) + x < 9. 


Caso 5: 6 sx < 7. 
Neste caso temos que lx] = 6, logo 


lx] х) +x=2-(x+1004:(G+x=10056+5-(x) 2106 (х) = 0,8, 
logo x = 6,8 é a única solugáo. 


Caso 6: 7 <х < 8. 
Neste caso temos que | x | = 7, logo 


|x] {x} +x = 2. {х} +10 = 5. (х) ox = 10 © 7+6. (9 = 10 <> {х} = 0,5, 


logo x = 7,5 é a única solução. 
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Caso 7:8 < x < 9. 
Neste caso temos que | x J = 8, logo 


lx]-(9+x=2-(9+10086-(x)+x=10028+7 -(x)=10 (x) = 


NIN 


SI м. су = 
logo x = т е a única solugáo. 


Caso 8: 9 € x < 10. 
Neste caso temos que | x | = 9. logo 


[х ]-4х}+х=2. 69 4106 7-69 4x 210 9 +8. (x) = 10 => (x) = 0.125, 


logo x = 9,125 é a única solugáo. 


Questào 32 (Asian Pacific 1996) 
Sejam a, b e c lados de um triángulo. Prove que 


Va+b-c+Ja+c-b+/c+b-a = /а + b«c 


Solução: 
Como a, b, c são lados de um triângulo temos 


a+b-c>0, a+c-b>0eb+c-a>0. 


2 2 


Daí podemos fazer x? =a+b-c, y? -c«b-a e z?^-a«c-b. 


Por М.А > M.G, temos que 
x?«y?22.x.y 2. (х? +у?)> х? «y? 2. x. y > 
= 2. (x? +y?) 2 (x+y)? > 4b2 (x+y)? 2.4/6 >х+у 


= 2.4 2 JVa+b-c+vc+b-a 


Analogamente temos que 


2.4a 2 Ja+b-c + Ja+c-b e2. Vc > Varc-b + Jc«b-a. 
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Somando tudo temos que 


2 -(Va+b-=c+Ya+c-b+Yec+b-a)<2-(va + do + c) 
= Ja+b-c+ Va+c-b+vc+b-a s Ya + vb + ve 


Questáo 33 (China 1991) 


Calcule o valor da expressão cos? 10° + cos? 50° — ѕеп40° . ѕеп80° 


Solução: 
cos? 10º + cos? 50º — ѕеп40° -ѕеп80° = 
= cos? 10° + cos? 50º — соѕ50° . соѕ10° = 


= (cos10* –соѕ50°)? + 00810º - cos50º = 


= (2sen20* . ѕеп30°)? + 2 (cos60° +cos40°) = 


= sen?20°+ 1. (1 + соза") - 
2 (2 


Ei. (1- cos40*) + $ -[2 + созао° |= 
2 2 12 

IE А 

2 4 4 


Questáo 34 (Republica Tcheca e Eslovaca 2004 - Adaptada) 
Encontre todos os B naturais n tais que: 


t. 2 3 
—+D+—+. «к — Т. ё ит numero inteiro. 
11 MET 3! 
Solução: 
Antes de fazermos este problema vamos precisar de 3 lemas: 
Lema 1: Prove que KS зе е] = ion 
21 3! 4! n! n! 
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Note que 
14_1_2_1_1 
1 2! 2! 2! 2! 


21 3 3 3 3! 


(n-1)! n! n! n! n! 


Somando tudo membro a membro temos que 
1 1 1 T 4:22:53 n-1 


€——— A—p——————e КР 
1 n! n! 2! 3! 4! n! 


Lema 2: n! > 2"`“, ? para todo n natural e n > 2. 

Vamos provar isso por indugáo: 

i) Para n = 3 temos que 3! = 6e2'=2 

i) | Suponhamos a propriedade valida para n = k 
k! > 2" (H.L) 

iii) Vamos provar que a propriedade vale paran=k+1 
k+1=kLk+1)>2kl=ki+ki> 25 + 20 = 20° 1. 


— Olimpiadas (Volume 2) 


Portanto а propriedade ё valida рага todo п natural maior do que 2. 


1 1 1 1 
Lema 3: Prove que — + —+...+ ———— + — < 1, para todo n natural. 
ue 31* 3] (n- n^ "P 

17511 

bom 

3! 2 

Taca 

—<— 

41 4 

1 1 

— < — 

5! 8 

1 1 

ER 

6! 1 
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de 
n! 272 
Dai temos que 
1 1 du apa ld 1 1 
— +... + — <—+—+—+..+—. +— 
3! (a- n! 2 4 8 gw dns 
1 
1 1 1 2 
ini” +573 P E 
2 
Agora vamos ao nosso problema: 
12 3 n 1 (> 2 3 22) 
—+—+—+...+ — -+| — + — + —+..+ — 
1 2! 3! n! 4 A2! 3! 4! nt. 
1 1 1. (ау 
tara ttt ШЕТ ui =()+ ==" 
1 1) 
ind TN 


Logo se esta expressáo for um numero inteiro entáo este numero deve ser 1 ou 
2. 


Note que 
1 


"im 


Portanto 1 é solugáo 
Observe também que 
1 2 


Portanto 2 também é solução. 
Ese n>2 então 


Portanto não havendo mais soluções. 
Conclusão: n= 1 en=2 são as únicas soluções. 
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Questáo 35 (Eslovénia 2002) 


38 é o menor inteiro positivo tal que seu quadrado termina em trés algarismos 
4(38? = 1444). Qual o próximo inteiro positivo com essa propriedade? 


Solução: 
(38+k)? = 1444 +к. (76 +К). Para que o número termine em 3 algarismos 4 é 
preciso que k · (76 + к) seja múltiplo de 1000. 


Agora seja d = mdc (k, 76 + k), então 

dlked|76+k>d|76=4-19. 
Assim temos que k é múltiplo de 125 ou 76 + k é múltiplo de 125. 
Agora vamos analisar os casos: 


Caso 1: k é múltiplo de 125 

Se k = 125 então 76 + k não é múltiplo de 8, logo k -(76+k) não é múltiplo de 
1000. 

Se k = 250 então 76 + k não é múltiplo de 4, logo k - (76 +k) não é múltiplo de 
1000. 

Se k = 375 então 76 + k não é múltiplo de 8, logo k - (76 +k) não é múltiplo de 
1000. 

Sek = 500 então 76 + k é múltiplo de 2, logo k - (76 + k) é múltiplo de 1000. 


Neste caso o menor k tal que k - (76 +k) é múltiplo de 1000 é o 500. 


Caso 2: 76 + k é múltiplo de 125 

Se 76 + k = 125 então k não é múltiplo de 8, logo k (76 + К) nào é múltiplo de 
1000. 

Se 76 + k = 250 então k nào é múltiplo de 4, logo k - (76 +k) nào é múltiplo de 
1000. 

Se 76 + k = 375 então К nào é múltiplo de 8, logo k - (76 + k) não é múltiplo de 
1000. 

Se 76 + k = 500 entáo k nào ë múltiplo de 2, logo k - (76 +k) é múltiplo de 1000 
No segundo caso no menor k tal que k - (76 +k) ë múltiplo de 1000 é o 424. 
Logo o próximo número com essa propriedade é o 424 + 38 = 462. 
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Questáo 36 (Irlanda 2002) 


Em um triángulo ABC tem-se que АВ = 20, AC = 21 e BC = 29. Se D e E são 
pontos do segmento BC tais que BD = 8 e EC = 9, determine a medida do ángulo 
ZDAE. 


A 
Solucao: 
Note que o triangulo ABC é retàngulo pois 
2 2 2 
(29)? = (20)? + (21) T H 
Dai temos que 
20 21 
cos B = 29 ecosC= 29 
В DIZE 9 C 
— —29 IAT 
Usando a lei dos cossenos temos que: 
(AD? = (20)? +(8)? -2. 20.8. cosB > (AD)? = D 
(AE? = (21 +(9) -2-21-9-cosC = (АЕ)? EE 
» (7056)? (7200)? , 7056 7200 
(12) = ime ЖА 29 J 2 CTA cos ZDAE > 
2 


= cos ZDAE = > = ZDAE = 45? 


Questao 37 (Áustria 2002) 


Determine o menor inteiro positivo x para o qual todas as frações 


3x+9 3x+10 3x+11 3x+12 3x +48 3x+49 
8 9 ' 10 ' 11 '"" 47 ' 48 


sáo irredutíveis. 
Solução: 


a a-b 
Lema: Se b é irredutivel, entáo x também é irredutível. 
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Prova: 

Se 2 ё irredutível, entáo mdc(a,b) = 1. 

Agora seja а = (таса – b, b) > а |реаа- b > d | (а –- 0) +b = а > 
=4d |a e d| b > d | 1 — d = 1, portanto a é irredutível. 

Pelo lema temos que 


Se 3x+9 


Зх +1 
é irredutível > E é irredutivel 


3x+10 


; . 3x41 .. à 
Se é irredutivel > é irredutivel 


3x +11 
10 


3x+1 .. E 
é irredutível => é irredutível 


3x «1 
З ё irredutivel => ё irredutivel 


48 
Рага іѕѕо ё preciso que Зх + 1 seja um número primo maior do que 48 
Dai е fácil ver que 3x + 1 = 61 — x = 20. 


Questáo 38 (Filipinas 2008) 


Num quadrilátero sabe-se que AB = BC = 4 cm, ААВС = 100ºe ZCDA = 130º. 
Determine a medida de BD. 


Solugáo: 
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Como ZABC = 100? e AB = BC temos que ZBAC = ZBCA = 40? 


Usando a lei dos senos no triangulo ABC temos que 
4 AC 4 AC 


sen40?  seni00? ^ sen40? sen80° 


o o o 
АС = 4.seng0” = 8.sen40”.cos 40" = 8.cos40? 
sen40? sen40? 


Seja “DAC=a,AD=xeCD=y 


Usando a lei dos senos no triángulo ACD temos que 
o 
PT AC E y . 8.cos 40 E 
sena  sen130? sena sen50° 
y _ 8.cos40? 


= —— > y = 8sena 
sena cos 40? у 


Note que 

ZBCD = 90? — a > cos(90º — а) = sena 

Usando dos cossenos no triángulo BCD temos que 
(BD)? = 4? + y? – 2.4 y.cos(90? — a) = 4? + (8ѕепа)? 
-2 4.8.(sena).(sena) > (BD? = 4? = BD = 4 


Questáo 39 (África do Sul 2006) 


Num triángulo ABC temos que AB = АС e АВАС = 100°. Seja D um ponto sobre 
AC tal que ZABD = ZCBD. Prove que AD + ВО = BC. 


Solução: 
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Como AB = AC e ZABD = ZCBD temos que ZABC = 40°, ZACB = 40°, 
АВО = 20° e ZCBD = 20°. 


Usando а lei dos senos по triángulo АВО temos que 
BD _ AD BD _ BD + AD 


ѕеп100°  sen20? ч sen80? ѕеп20° + sen80° 
sen20° + sen80° _ Bp, 2:5150°.с0530° 


BD + AD = BD. . 
sen80° sen80° 
2.sen50?.cos30? _  sen60° 
О — h =.3BB — = BD. -—— — 
2.sen40?.cos 40? sen40? 


Usando a lei dos senos no triangulo BCD temos que 
o о 
BC BD >BC= BD.sen120 -BD sen60 


ѕеп120° B sen40? sen40? `sen40° 
Logo temos que AD + BD = BC. 


Questáo 40 (Bulgária 1965) 
Sejam A, B, C ángulos de um triángulo prove que: 


cos А + cos B + cos C «2 


Solucáo: 
Lema: Se A, B, C são tais ^" А +В +C = x, então vale que 
3 
COSA + соѕВ + соѕС s<>. 
Prova: 
cos À + cos B + cos C = 
A+B) A -B) 
=2.соз! | «cos i*cosC 
L. ) L 2 ) 
Como 
A+B+C= x391m> 
A+B mn-C 
=> = > 
2 2 
A+B x-C C 
= cos = cos = sen— 
2 2 
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Como 0 « cos (а =) < 1,entào temos que 


соз! 2 > В) * соз А-В) s еп > 


= cosA +cosB+cosC <2. sen=+ cosC = 


=2.5+(- 2. sento 


Fazendo {= еп , temos que 


cosA +соѕВ «cosC < 2-12 42. t«1 


Note que 
24424826 


e -4.t +41+1<0 = 
© -(2:t-1? <0 


Isso prova a propriedade. 


Portanto temos que cos A + cos B + cos C < 2, 


Questão 41 (OBM 2001—Terceira Fase) 
Sejam a, b, c números reais positivos prove que: 


(а +0): (а+с) 22. Jabc(a +b + c) 


Solução: 
(a+b).(a+c)=a? +ab+ac+bc. 


Como a, b, c são números reais positivos temos que 


a? +ab+ac 20 e bc 2 0. 
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Agora faça x = a? +ab + ac e y = bc. 


Daí por М.А. > M.G., temos que 
х+у 
—= > > 
2 уху 


=a? +ab+ac+bc z2- Jabc(a +b + c) > 


= (a+b)-(a+c)> Jabc(a +b +c). 


Questáo 42 (Singapura 2008) 
Sejam x e y números reais positivos tais que (x + y)? = 2500 e xy = 500, calcule 


x? +y’, 


Solução: 
Como x e y são números reais positivos temos que x + y = 50. 
Temos também que x? + y? + 2xy = 2500 = x? + y? = 1500 


x +y? = (X+y) - (x? +y? — ху) = (50) - (1500 - 500) = 50000. 
Questáo 43 (Singapura 2008) 


Calcule o valor da expressáo: 
(log 5 cos 20? +109 5 cos40° + log ; cos80°)2 


Solução: 
4 


Lema: cos20º . cos40º . cos80* = 3: 


Prova 1: 
соѕ20°-соѕ40°-со580°.5еп20°:5еп40°:ѕеп80° _ 
ѕеп20°.ѕеп40° :ѕеп80° 3 
_ (cos 20º-sen20º)-(cos 40º. sen40*): (cos 80? sen80*) & 
E sen20º.sen40º.senB0º 
( cerco) jf sem ( ог) 
«зы EAE -2 1 
x sen20”.sen40*.sen80” 8 


C0S20?.cos 40?.cos80? = 


81 


Capitulo 3 - Solucóes dos Problemas de Olimpiadas de Matemática 


Prova 2: 
А sen8x 
Usando a fórmula cosx . cos2x - cos4x = —————-, temos que 
8 . senx 
sent60º 1 


cos20º-cos40º.cos80º= ————— = — 
8-sen20º 8 
Agora vamos ao nosso problema: 
log у> cos20º +109 z cos 40° + log. cos80° = log ya cos20º-cos40º.cos80º = 
1 
= log z 8 = -6, 


Logo (log 5 cos20º +109 5 cos40º + log 5 соѕ80°)? = 36. 


Questáo 44 (Singapura 2008) 


Encontre o resto da divisão do polinômio P(x)-(x-1) 9 +(x-2)2%% pelo 


polinômio T(x) = x? - 3x + 2 


Solução: 
Como Q(x) tem grau 2 então o resto é da forma h(x) = ax + b. 


Temos que Р(х) = T(x) - Q(x) + h(x). Dai temos que 
P(1) = T(1) - ©(1) + (1) > 1= 2а +b. 
Por outro lado temos que Р(2) = T(2) - 0(2) + (2) > 12 2а +b. 
Assim temos que: 
a+b=1 
2a +b = 1 


Resolvendo esse sistema temos a = 0 e b = 1. 
Logo o resto é 1. 
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Questão 45 (Singapura 2008) 


Se a e b são números inteiros e 47 - 4/3 é uma das raizes da equação 


x? +ах +b = 0. Calcule a + b. 


Solução: 


Note que 7 - 443 = 2-43, pois (2- 3]. =7-443. 


Seja 

f(x) = x? +ax +b = 0 > 
>f(2-43)=7-443+a-(2-43)+b=0> 
> (7+2a+b)+ V3 -(-a-4)=0. 


Como a e b são números inteiros temos que a=-4 => b= 1, logo 


a+b=3. 


Questão 46 (Singapura 2008) 
Se f(x) = х2 -44-x? , onde —1 < x < 1. Encontre a imagem de f(x). 


Solucáo: 
Como -1 < x < 1, podemos fazer x = cos a daí temos que 
f(x) = cos? a +| sena | = 


> f(x) = -cos?a -| sena | > 


> 1- f(x) = sen?a ~| sena | 
Agora vamos analisar dois casos: 


Caso 1: sena 2 0 
Se seno > 0 => sen?a ~| sena | = sen?a – sena, dai estudando o sinal da função 
do segundo grau temos que 


2 


1 
q sen а – ѕепа < 0. 
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Caso 2: sena 5 O 
Se sena < 0 > sen*a -| sena | = senta +sena, dai estudando o sinal da função 


do segundo grau temos que 


1 
29 sen?a — sena < 0. 


Assim temos que 
d €1-f(x) s02 1 >{(х)-1>0= 5310921 
4 5 4 4 ai 
Questáo 47 (Singapura 2008) 


Se x, y e z são inteiros positivos tais que 27x + 28y + 29z = 363. Determine o 
valor de 10 - (x + y + Z). 


Soluçao: 
Como x, y ez são inteiros positivos tais que 


27x +28у «292 « 27 Que y ez) Sr <x+y+z=>1344<x+y+z. 


Por outro lado temos que 


29. (ey ez)» 27х+28у 4202 S xe yez» 30 m key ez» 1251 


Como x, y ez são inteiros positivos temos que x + y + z é inteiro, portanto x + y + 
z = 13, assim temos que 10 - (x + y +z) = 130. 


Questáo 48 (Espanha) 


Prove que a desigualdade -1 < УЗ -зепх < 1 é válida para todo x real. 
24cosx 
Solução: 
Temos que -1 < cos x < 1 — 1 š 2 + cos x 5 3, portanto temos que : 
As УЗ senx o 2 — cos x s 43 . sen x < 2 + cos x. 
2+cosx 
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Parte 1: Provar que — 2 — cos x s 43 . sen x 


Prova: 


-2-cosx s 43 - ѕепх o -2 s 43 - SENX+COSX > -1< E епх + 5005% 


Tt T т 
< -15 обв edi + sen 6:208 < -1 sonig x) 


Parte 2: Provar que V3 -sen x £ 2 + cos x 


Prova: 


3 


22 3 -senx-cosx e» 12 УЗ senx- 2 созх 
J3 .senx<2+cosx < 2 > 2 


> 12 cos—.senx sent созу эы еу | 
6' 6' U 6 


Questão 49 (Alemanha 1996) 
Encontre todos os pares de números reais (x, y) tais que: 


х- у= 7 
la aer 


Solução: 
Temos que 


(V - 3) (Vi + у ey? )-x-v = 
(Vx -3fy) - 19 (Sx -Yy) =1> 
= х-у-3- Yy (Mx iy) - 19 

> {ху =2 = ху = 8 


Dai nosso novo sistema será: 
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x-y=7> 
>x-7=y> 
>x. (x-7)=8 > 
>x? -7x-8=0> 
=x=8 ou x=-1> 
>y=1 ou y=-8, 


Logo as únicas soluções são os pares (x, y) = ((8. — 1),(1, — 8)) 


Questáo 50 (Irlanda 1990 — Adaptada) 
Seja n > 3 um número natural. Prove que: 


ее 1 "m 1 + Жын ИУ 
3 5? OT S ` (2k+J) 12 
Solução: 
Note que 


(2k +1)? > (2k +1? -1> 
> (2k +1)? > (2k) - (2k + 2) > 
1 1 
— < ——————— => 
(2k +19? (2k) - (2k +2) 
2 2$ 
= —— sn € ——————— > 
(2k +1)? (2k) - (2k +2) 
2 1 1 
= —— < —— -—— 
(2k +1)? 2k 2k+2 
Daí temos que: 


2.1_1 
322 2 4 
2 1 1 
SE 
524 6 
FP NE: 
7 6 8 
2 1 1 


——— < --- – —— 
(2k«1? 2k 2к+2 
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Somando tudo membro a membro temos que: 


e A leo eccl al, Da 
3? 5? 72 92 " (2k+1? 4 4k+4 
NERIS 1 1 


r—+—+—+..+——< — 
32 52 72 9? (2k+1? 4 


Note que 3-3? = 353.57 «55:3. 7? 2 75;...; 3 (2n 1f - (2n 1! = 


aba А is pad 
3 s5 73 9 qr 3 
[4 1. 1 1 1 111 1 


= +t- t- t- t... |< 
3? 5 72 9? (2k+1} | 3 4 2 


Questão 51 (Uruguai 2000) 


Seja ABC um triángulo e D um ponto sobre BC. Sejam К, e R; os raios das 
circunferéncias circunscritas aos triángulos ADC e ABD respec-tivamente. Prove 


que AC Ry 
AB R; 

Solução: 

Seja a 2 ZADB então temos que A 


180°- = ZADC. 


Usando a lei dos senos no triángulo ADC temos 


que: 
да = 2Rj > AB = 2sena \ 
à | 


sena 2 


B D C 
Usando a lei dos senos no triángulo ABD temos que: 


= зы 28, => iR 2sen(180* — a) 
sen(180? — a) R, 
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Como sen a = sen (180° — о) temos que: 


Questão 52 (Irlanda 1988) 
Prove que se n um inteiro positivo entáo: 


4 2n 4 Зл 4 Na 6n-5 
TCOS ——...+ COS 


4 x 
Cos eus — 
"ma et 2n41 2n41 45 


Solução: 
Antes de fazermos esse problema vamos provar um lema: 


Lema: Se n um inteiro positivo então: 


2 2 27 2 3л 2 Nr 2n-1 
cos +C +C +...+С605° —= 
1 2n +1 2n+1 2n+1 4 
Prova: 
Seja 
cos? Же + сов? 2% 4008? 32 ho cost E a S: 
2n+1 2n +1 2n +1 2n+1 

= 2 (cos E Jerez (eo EE. | qaad cos? DE) 122520 

2n+1 2n+1 2n+1 
> cos + E ,cs-L E +cos DT 

+1 2n +1 2n«1 "77 2n +1 


cos——— = s^ -8 - cos? +1 
2n+1 2n 

TN =8 - E - cos? +1 
2п +1 2п 2п +1 

сов 129 _ 8. cos* Эл _в8. cos? +1 
2п +1 2n+1 2п +1 
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Somando tudo membro a membro temos que: 


122 4nz 
cos 4 Cos +cos +...+ COS 
2n+1 2n+1 2n +1 2п +1 
в.[соз^ LER E. ыс ы 
\ 2п +1 2п +1 2п +1 2п +1 
4 [воз s? ———— 2 + s? ЕЕ, 
A 2n+1 2n+1 2n+1 
-sen + sen(21) x 2n 3л 
в. (сове. cost Z2 e cos +... 
2 2л 2п +1 2п +1 2п +1 
- sen 
2n+1 
+ cos! — ] e ш 
+1) X ) 
O Me C оаа CL L DES 
2n+1 2n +1 2п+1 ^" 2n41 15 


Questão 53 (Irlanda 2007) 


Sejam r, s e t as raízes do polinômio р(х) = х? – 2007х +2002. Determine o 
valor de EA Ba E 
г+1 s+1 {+1 
Solugáo 1: 
Usando as relações de Girard temos que: 
| гъ 5+ (= 0 
ars + rt + st = — 2007 
[rst = — 2002 


r-1 s-1 t-1 
— + — + — = 
r+1 s+1 t+1 
_ (7-1: (s+% -(t+%+(1+D-(s-1)- (+1) + (1 +1) - (5+1): (0-1) _ 


(г+ 1) - (5+1). (t+1) 
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_ (rst + (rs +rt+ts)-(r+s+t)-3_ 

rst+(rs+rt+ts)+(1+s+t)+1 ` 

_ (3. (-2002)+(-2007)-(0)-3) _ 

(22002) +(-2007)+(0)+1 
-8012 


AA] 


008 


Solução 2: 

Usando as relações de Girard temos que: 
|" +s+t=0 

(TS + rt + st = — 2007 

pr = — 2002 


г+1 2 5+1 2 {+1 2 


= ——— — Lo.  — -— = 


ri tet S41 S41 t41 tato 


1 1 1 
cao [LLL] 

(rs ++ 15) 2. (1+5 +1) +3) | " 
erem. 
23-2. (02007 *2-(0*3) _ 

(-4008) 
-2004 _ 
` 24008 — 


=3-2. 


=3-2 2 


Questáo 54 (IMO 1962) 
Resolva a equação cos? x + cos? 2x + cos? Зх = 1. 


Solução: 
Vamos analisar dois casos: 


Caso 1: senx=0 
Se 
ѕепх = 0 > ѕеп2х = 2 . senx - cos2x = 0 


е 
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sen3x = sen2x - cosx + senx - соѕ2х = 0 => cosx = +1, 
СО52х = +1 
е 


cos3x = +1> cos? 


х +соѕ2 2x + cos? 3x = 3, 


portanto não sendo solução, logo x # Кл, onde k é inteiro. 


Caso 2: sen x # 0 
cos? x + cos? 2x + cos? 3x 2 1— 
> 2. (cos? x) - 14 2- (cos? 2x) - 1-- 2 - (cos? 3x) - 12 -1— 
= соѕ2х + cos4x + cos6x = -1— 
(emas). s = sen7x +senx = 0 => 2 . sen4x . cos3x = 0 > 
L 2senx 


a 
>4x=kx ou 3x= +k x=“ ou x= + 


= Кл NR п ал ET 
Conclusáo: x = T onde k é inteiro ou Ka sta onde а ё inteiro e x = бл, 


onde b é inteiro. 


Questáo 55 (Rússia 2001) 


Os senos dos ángulos de um triángulo sáo números racionais. Mostre que os 
cossenos sáo também racionais. 


Solução: 

Sejam A, B, C os ángulos de um triângulo, temos que A + B + C = 180º. 
Temos que sen A, sen B, sen C são números racionais, logo temos que 
sen?A, sen? B, sen? C são números racionais. 


Primeiro Passo: Mostrar que cos? A, cos? В, cos? С são números racio-nais. 


Temos que cos? А =1- sen?A, logo cos? A é um número racional. 


Analogamente temos que cos?B e cos? С são números racionais. 


Segundo Passo: Mostrar que sen(A + B), sen(B + C), sen(A + C) são números 
racionais. 
sen(A + B) = sen(180° — C) = sen C, 
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logo sen (A + B) é um número racional. 
Analogamente temos que sen(B + C), sen(A + C) sáo números racionais. 


Terceiro Passo: Mostrar que sen(A — B), sen(B — C), sen(A — C) sáo números 
racionais. 


[sen (A + B) 
[sen (A - В) 


senA-cosB + sen В.соѕА (i) 


sen А. cos В ~ senB-cosA (i) 


Multiplicando (i).(ii) temos que 

sen(A +В). sen(A — В) = sen?A . cos? В — sen?B . cos? A 

sen2A . cos! B-sen*B . cos? A 
sen(A + B) 

logo sen(A — В) é racional, pois sen?A .cos?B-sen?B .cos2A é racional e 

sen(A +B) também é racional. 


> sen (A — B) = 


Analogamente temos que sen(B — C), sen(A — C) sao números racionais. 


Quarto Passo: Mostrar que cos A, cos B e cos C sáo números racionais. 
sen(A + B) + sen(A —B) 


sen(A +B)+sen(A -B) = 2: senA · cosB > = cosB = 
2 . ѕепА 


' 


logo cos B é um nümero racional. 
Analogamente temos que cos А e cos C sáo números racionais. 


Questào 56 (Argentina 1997) 


Seja ABC um triángulo ZBAC > 90? e M ёо ponto médio de BC. 
Se ZBAM = 90°, AB = 35 e AC = 77. Calcule BC. 


Solucáo: 
C 
M 
A B 
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Faça BC = 2x e AM = y. 

Como M é o ponto médio temos que BM = CM = x. 

Usando o teorema de Pitágoras no triángulo ABM temos que 
(35)? + y? =x? => x° — y? = 1225 


Usando a formula da mediana (Veja problema 1 do capitulo 1) temos que 
ys 22 Gs +772)- у? = 1[2.(35° +772)-(2x)] 


> 4y? + 4x? = 14308 > y? + x? = 3577 


Оа! temos que 

[y? +x? = 3577 

2 

[х2 - y? = 1225 

Dai concluimos que x? = 2401, logo x = 49 e portanto ВС = 98. 


Questáo 57 (Bulgária 1964) 
Prove que a equagáo: 


Зх -(x-3y)= y? +2? 
nào tem outras soluções inteiras além da solução x= 0, y = 0e z = 0. 


Solução: 
Vamos analisar os casos: 
Sejam (a, b, c) uma solução, então 


Caso 1: ze y não são múltiplos de 3 

Neste caso temos que 22 = 1(mod3) e y? = 1(mod3), logo x? + y? = 2(mod3), 
absurdo, pois Зх - (x - Зу) é múltiplo de 3. 

Logo neste caso náo há solugáo. 


Caso 2: Um dos números é múltiplo de 3 e o outro náo é múltiplo de 3. 
Neste caso temos que 


z^ «y? = 1(mod3), 
absurdo, 


pois 3x - (x - 3y) é mültiplo de 3. 
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Caso 3: Os dois números sáo múltiplos de 3. | 
Neste caso suponhamos, por absurdo, que (a, b, c) seja uma solução onde a é 
minimo, então с = Зп, b = 3m, logo 3x - (x -3- 3m) = 9m? + 9n? , logo a é múltiplo 
de 3, então а= 3. p, assim 

Temos que 


3 . 3p : (3p - 3. 3m) = 9m? + 9n? > 3р. (p - 3m) = 9m? + 9n?, absurdo, pois m < a. 
Logo a equação não tem solução. 


Questão 58 (Bulgária 1969) 


n T TNT 
Prove que para todo n natural o número N = 1 + 22:5 é divisível por 5021 


Solução: 
Vamos fazer isso por indução: 


i Para n=1, temos que 1+ 22 5" =1025=25.41 


ii) Suponha válida a propriedade para п = k, isto é, 14229 é divisível por 
5% (H.I) 


iii) Provemos que vale рага a п = k + 1. Se 1+ 2? 9" ё divisível рог 5º*!, temos 


que 1422 = 5^*'.t para algum t natural 


n n 4 
> 225 = (89-12 [2] = 


= [et . о] хдо [6 n (-n]+6 . [sont T (17 |+ 
a [6r (ap Jet 


Note que 
[ (e*** : n dis [С T e]. 6- [Sa 4)? (17) = 0(mod5”*2), 
logo 


[eos [e 9] uso. [5.9 .(-1) |+ 
ва [6910-0-00 JEn  4- [67 9: C9] C (тоа5"*2). 
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Observe que: 
1422: 9" е" (у) 


= 1622: S" [Ler a +4 [6 o e] 

«6 [en o* (7 Je [60 C9 Jec»t]- 
21«2* 9 .[4. [c^ - v]. e» |+] = 

=1+ [6% 071] [4 [67] ev] o»' ]- 
a apte [СШ ©]-1= 5 . (5^*! . t) = О(тоа5"*2). 


Logo 1+ 22'9 é divisível por 5^*?. 


Portanto temos que para todo n natural o número N = 1+22:% é divisivel por 
gn+1 ; 


Questào 59 (Bulgária 1963) 

Sejam x, e x, as raizes da equação x? « px +1= 0. Determine uma equação do 
segundo grau cujas raízes são y, e y, onde yy=X,-(l-x,) e 
y27X2-(1-x;). 

Solução: 

Temos que: 

[x,* X? 2-p 

1х, Хр =1 


Como y, = х; · (1- Xi) еу; = x; · (1-х) temos que 


yit Y2 =x +x - [6 +x2)? -2x, АЕ =-p-[p?-2 . (1) =-9?-p+2. 


Temos também que 
Y1+Y2[X, + (1-X1)] -[X2 < (1-X2)] = X; хо 708 хә): (Xy +X2)- (X; ` X2)? = 
=1-(1)- (-р) + (0 - p^ 2. 
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Logo a equação é x? + (p? +p-2)-x+(p+2)=0 
Questáo 60 (Bulgária 1964) 
Encontre todas as soluções reais da equação: 


x2+2x-cos(xy)+1=0 


Solução 1: 
E fácil ver que x = O não é solução. 


Vamos analisar 2 casos: 
Caso 1: х<0 


Note que x? + 2х - cos(xy) +1 = (x +1)? + 2x - (cos(xy) – 1). 


Observe que (х +1)? > 0 e 2х · (cos(xy)-1) > 0, pois 
—1 s cos(xy) $ 1 => —2 < со5(ху) ~ 150 e 2x<0. 


Portanto x? + 2х - cos(xy)+1= 0 só ocorre se 


x=-1 e cosxy=1>y=2krx, 
onde k é inteiro. 


Јаѕо 2: x > 0 

zos xy 2-1 >2x-cosxy 2-2x = х? + 2х . cos(xy)+1 > (x - 1)? . Dai sex £ 1, 
temos que 

= х? + 2х. соѕ(ху)+1 > Ое se x = 1 > cos xy = — 1 = y = n + 2kn, 

onde k é inteiro. 


Solução 2: 

x? + 2х .cos(xy) -1 = 0 = 

= (x + соѕ(ху))? +1- cos? (xy) = 0 > 
> (x + cos(xy))2 +sen2(xy) = 0 > 

= (x+cos(xy)? = 0 

e 

sen2(xy) =0>cos(xy)=+1 —x = + 1. 


Se x = 1 > cos xy = —1 = y = л + 2kx, onde К é inteiro 
Se x= -— 1 > cos xy = 1 = y = 2Кл, onde k é inteiro 
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Questáo 61 (China) 


Seja a um número real tal que a? -a —1 = 0. Determine o valor número de 


3a? - 4a +a - 4202 + За + 2 


Solugáo: 


Parte 1: Mostrar que Y3a? - 4a =1-a 


Prova: 
(1- a? = 1- 30 + 302 -a?. Como a? -a-120— a? =a+1> 


> (1- af = 4а +30? > {302 - 4a = 1- c 


Parte 2: Mostrar que 4202 +30+2 2 


a 


Prova: 
Como a? -a-120— а? = а +1 


Note que 4202 +3a +2 = atl 
a 


a^ : (243a + 2a?) = (а + 1)* o 

c a.a. (2+ 3а + 2a?) = a^ + 403 + бо? +40 +1 < 

са: (а +1): (2+ 3а + 202) = а.а? + 4(0 + 1) 6a? + 40 +1 

© a- (а +1): (2+ 3а +202) 2 o (а +1) + 4(0 +1) + 602 + 4а +1 < 
o 20“ + бо? + 5а? + 20 = 5 + а + 7a? > 

© 20. а? +5. (а +1) + 502 + 2а = 5 + 9a + 702 > 

© 2a . (а + 1) +5 . (а + 1) + 502 + 2а = 5 + Яа + 7a? e 


o 549a + 702 254 а + 7a?. 


Dai temos que 30? - 4a +a $20? 43a 42 = 1-а +1+а= 2. 
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Questáo 62 (Bélgica 1978) 

Ache um polinómio com coeficientes inteiros tal que 42 «3/3 é raiz. 

Solugáo: 

x= J2+3/3 > x-J2-33 > (x - 42) = (By > 

= х3 «3: 09* (-42)«3- (9 -(-v2) +(-42) eds 

= x° +6x-3=342x? «242 > 

= (x? +6x-3)? -[2 (3х2 +2) = 

= xŠ +36x2 4942. (x3). (бх) -2- (x3): (-3) +2 - (-3) (6х) = 

= 2.(9х* «12x? +4) = — xê + 36x? + 9+ 12x* -6x? – 36x = 18x * + 24х2 +8 > 
> xê -6x* -6x) +12x? – 36х+1=0 


Questão 63 (Nórdica) 


3 ° d gels Bord. „сус 
Seja r um nümero tal que bin é inteiro, prove que T +— é inteiro para todo n 
r 
natural. 


Solução: 
Vamos provar isso por indução também: 


1 2 
i  Sen=2,temos que rx = (1+?) -2 
r ÀN 


1) Suponha que provamos a propriedade válida para n = 1,2,3,...,k, isto é, 


Mn 4 s T aad 
r+- éinteiro, P+— é inteiro, ..., i a é inteiro 
r г? гк 


iii) Vamos provar que vale paran = К + 1 
1 1 1 1 
к-1 k k-1 
r” +-—=|г°+—|.|г+-|-| С +-— 
г | х) | ; | 33) 


un š | 
que é inteiro, pois (e 2 (r2) e (e = são inteiros. 
r r 
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Questáo 64 (Moldávia) 
Sejam a, b e c números inteiros positivos tais que 

abc + ab + ac + bc + a + b + c = 2000. 
Calcule a * b * c. 


Solugáo: 

abc+ab+actbcra+b+c= 
=ab-(c+)+a-(c+)+b-(c+)+(c+1)=2001> 
>(c+1)-(ab+a+b+1)-(c+1)=20015> 

> (а - (b +1) + (b +1) - (с +1) = 2001 > 

> (a+1)-(b+ 1) -(c+1)=2001=3.23.29> 

(a, b, c) = (2,22,28) ou (a, b, с) = (22,2,28) ou (a,b, с) = (28.2.22) ou 
(a, b, c) = (2,28,22) ou (а, b, с) = (22,28,2) ou (a,b, c) = (28222). 


Em qualquer caso temos que a+ b + c = 52. 


Questáo 65 (Yugoslávia 2003) 


Sejam a, b e cos lados de um triángulo cujos ángulos sáo 
А = 40°, B = 60*,C = 80°. Prove que a.(a + b + c) = b.(b + c) 


Solugáo: 


40* 


Аво" 80° 
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Usando a lei dos senos temos que 


B ac Sac AN 
sen40?  sen60?  sen80? ѕепб0° + sen80? 
a+b+c 


A F 
sen40" + sen60? + sen80° 
Agora vamos calcular b.(b + c) 

b s [o ` b+c 


= o — 
sen60º  sen80? sen60 + sengo? 


f y 
264 УЗ + sen80? ) 
b (sen60? + ѕеп809) 2 
b+C= — рана 
sen60 J3 
( 
2b? | уз + seno?) 
= b(b+c)= = 
v3 
Agora vamos calcular a.(a * b * c) 

a b bsen40?  2bsen40? 
— Es = = = ————— 
sen40?  sen60? sen60? Уз 

b Е a+b+c 


——— — —— —— — > 
sen60?  sen40? + sen60? + sen80? 


b.(sen40? + sen60? + sen80?) 
a+b+c=———  — _———_— _— _—> 


sen60? 
b f cos30° - cos90?) 
X 2semo? ] _ b 
E J3 ` 2sento? 

2 

Dai tempos que 
b 2b.sen40?  b?sen40? 
a(a+b+c)=—— [ ha.—— = —R———9 

2.sen10 3 J3.sen10 
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( \ 
A a + sen80° J 
2 sen40 


a(a+b+c)= a) DESERT. к= кы 

e апар? = AE: + senso’ | €» sen40? = J3.sen10? 
sen10 2 ) 

+2.senB0º sen10? > sendo? = J/3.sen10? + 2.sen80? cos 80^ 

€» sen40? = J3.sen10? + sen160? > sen40? - sent60º 

= /3.sen10º > sen40? – ѕеп20° = J3.sen10? 


o 2 || 400-200) sos [ 10120) „ J3.sen10? 


<> 2.sen10º.cos(30º) = /3.sent0% — J3.sen10? = J/3.sen10? 


Questáo 66 (Roménia 2001) 


Seja ABC um triangulo retángulo em A e D um ponto sobre AC tal que BD é 
bissetriz de B. Prove que: 


A 1 
Solugáo: 
A 
Ж 
o 

B C 
Parte 1: BC-8BD=24AB=>-1. 1 

BD BC 2AB 
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Prova: 
Seja ZABD = ZCBD- «a, АВ = с, AC-beBC-a 
cosu = Bb £ 
BD cosa 
c c 
20 = — = BC = 
A BC ^ cos2a 
E A A S K uo 
cos2a cosa cos2a cosa 


cosa - cos2a 


=> —— 22-»c08sa-cos2a =2.cosacos2Za 
cos2a.cosa 


= cosa - (2cos? a - 1) = 2.cosa.(2cos? a - 1) > 
4cos! a + 2cos? a - 3cosa - 1= 0 


cosa =—1 


> (1«cosa).(4cos?u-2cosa - 1) 20— (cosa = 1-45 


созо = 15 
4 
Como 
A A S = 36% 
1 1 1 1 1 1 
— — — = — — ————-————— c — 
BD BC 2AB с c 2c 
cos36? соѕ720 
0 0 ч 
o 50336  cos72 _ 1 (5 c0536" -cos720 = Í 
с c 2c 2 


Esta ultima igualdade é verdadeira pela questáo 78 do capitulo 2 do volume 1 


102 


1 


Problemas Selecionados de Matemática (ITA-IME) 


1 


Parte 2: BC -BD = 2AB 
BD BC 2AB ^ 
c c 
cosa = — > BD = 
Š BD ^ cosa 
c 
соѕ2а = — = 
соѕ2а 
NE ] 1 i lib cos2a = — 
BD BC 2АВ ^ c C 2с i 
cosa соѕ20 
= 2.(cosa-cos2a)=1= 2.cosacos2a 
osa 155 
> 4cos?a-2cosa-1=0>: 
1-45 
cosa = 
4 
Como 
a «90 = сово > 0 cosa = HË > а= 36° 
BC-BD = 2AB e» —5— - —©——=2с 
cos72? cos36 
1 
0 0 5 
y LA e Pun 
cos 36? cos 72 1 
4 


Nesta ultima passagem usamos o fato de cos36ºcos 72º = — 


1 
4 


isso já foi provado na questão 6 do capitulo 2 do volume 1 


Questão 67 (Croácia 1997) 


Sejam x, y, z, a, b e c números inteiros tais que: 


x+y? =a? 
Le ez? =b? 
z2+y2 = с? 


Prove que xyz é múltiplo de 55. 


- Olimpiadas (Volume 2) 


1 
2 
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Solução: 

Afirmação 1: xyz é multiplo de 5 

Prova: 

Suponhamos, por absurdo, que xyz não é múltiplo de 5. 


Daí temos que analisar os casos: 


Caso1: 
х? = 1(mod 5) e y? = 1(mod 5) 
Se x? = 1(mod 5) e y? = 1(mod 5) > a? = 2(mod 5), absurdo! 


Caso2: 
x? = 4(mod 5) e y? = 4 (mod 5) 
Se x? = 4 (mod 5) e y? = 4 (mod 5) > a? = 3(mod 5), absurdo! 


Caso3: 
х? = 1(mod 5) e y? = 4 (mod 5) ou x? = 4 (mod 5) e y? = 1 (mod 5) 
Se x? = 1(mod 5) e y? = 1(mod 5) > a? = 0 (mod 5) > a é múltiplo de 5 


Fazendo o mesmo raciocinio na segunda e terceira expressões temos que: 

x? = 1(mod 5) e z? = 4 (mod 5) ou x? = 4 (mod 5) e z? = 1 (mod 5) eb ё 
mültiplo de 5 

y? = 1(mod 5) е z? 
múltiplo de 5 


4 (mod 5) ou y? = 4 (mod 5) e z? = 1 (mod 5)ecé 


III 
M 


Agora somando as 3 expressóes temos que: 

2 (x^ «y? +22) = a? + b? + c? > x? + y? + z? é múltiplo de 5, absurdo, pois 
x2+y?+2z2=4+4+1=4(mod5) ou x?+y2 +22 =1+4 +1 = 1(mod5)! , 

logo xyz é mültiplo de 5. 


Afirmação 2: xyz é múltiplo de 11. 


Prova: 
Suponhamos, por absurdo, que xyz nào é múltiplo de 11. 
Vamos analisar módulo 11 


t = 1 (mod 11) > t? = 1 (mod 11) 
t = 2 (mod 11) > t? = 4 (mod 11) 
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{= 3 (mod 11) > t? = 9 (mod 11) 
t= 4 (mod 11) > t? = 5 (mod 11) 
t= 5 (mod 11) > t? = 3 (mod 11) 
t= 6 (mod 11) > t? = 3 (mod 11) 
t= 7 (mod 11) > t? = 5 (mod 11) 
t = 8 (mod 11) > t? = 9 (mod 11) 
t= 9 (mod 11) > t? = 4 (mod 11) 
t= 10 (mod 11) > t? = 1(mod 11) 


Com isso temos 5 pares tais que a soma dos restos resulta é um resto que 
também é quadrado perfeito modulo 11 são eles: (1,3),(1,4),(3,9),(4,5) e (5,9). 


E os outros 5 casos sáo análogos. 


Agora vamos analisar 5 casos: 


Caso 1: x? =1 (mod 11) e y? = З (mod 11) 

Neste caso teriamos que x? + 22 é quadrado perfeito se somente se z? = 
ou 3 (mod 11) e z? + y? é quadrado perfeito se e somente se z? = 9 ou 
(mod 11), absurdo! 


4 
: 


Caso 2: x? = 1 (mod 11) e y? & 4 (mod 11) 
Neste caso teriamos que x? + z? é quadrado perfeito se somente se z? = 4 
ou 3 (mod 11) e z? + y? é quadrado perfeito se e somente se z? = 10U5 


(mod 11), absurdo! 


Caso 3: x? = 3 (mod 11) e у? = 9 (mod 11) 

Neste caso teriamos que x? + z? é quadrado perfeito se somente se z? = 1 
ou 9 (mod 11) е z? + y? é quadrado perfeito se e somente se z? = 30u 5 
(mod 11),absurdo! 


Caso 4: х? = 4 (mod 11) e y? = 5 (mod 11) 
Neste caso teriamos que x? + z? é quadrado perfeito se somente Ө z 


= 1 
ou 5 (mod 11) е z? + y? é quadrado perfeito se e somente se 2? = 40u9 
(mod 11),absurdo! 
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Caso 5: х? = 5 (mod 11) e y? = 9 (mod 11) 
Neste caso teriamos que x? + z? é quadrado perfeito se somente se z? = 
ou 9 (mod 11) е z? + y? é quadrado perfeito se e somente se z? = 30u 


(mod 11), absurdo! 


4 
5 


Logo xyz é múltiplo de 11. Portanto xyz é múltiplo de 55. 


Questáo 68 (Eslovénia 1999) 


A circunferéncia inscrita a um triangulo retángulo ABC toca a hipotenusa no 
ponto D Prove que a área do triangulo ABC é igual a AD.BD 


Solução: 


Sejam E e F os pontos que a circunferência toca os lados AC e BC 
respectivamente 

Temos que CE = CF = r 

Sejam BF=BD=zeAD=AE=y 

Usando o teorema de Pitágoras temos que: 

(r +z}? + (г + у)? = (у + z > (1? + 212 +22) + (r? + 2ry + y?) 

= (y? + 2yz + 22) > r.(r + y + z) = yz 

Por outro lado temos que: 


S=pr=r(r+y+2z)=yz 
Isso prova o que pede o problema 
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Questáo 69 (Auckland 2002) 

O número 111...111(formado por m algarismos 1's) é divisivel por 37. Prove que 
m é múltiplo de 3. 

Solução: 

Seja: 

5 = 111...111(m algarismos 1's) 2 S=1+10+102+...+107-2 + 1077*. 

Agora vamos a analisar os casos: 


Caso 1: m = 3q + 1, onde q é um número natural 
Neste caso teremos 


S=1+10+102+102 +... + 1039-2 + 1029-1 1039 =1+10(1+10+100)+... 
+103972 . (1-10 +100). 


note que cada parcela exceto а primeira ё múltiplo de 111, logo múltiplo de 37, 
logo o resto da divisáo desse numero por 37 é 1. 


Analogamente se n = 3q + 2 resto da divisáo por 37 é 11. 


E se n= 3q agrupando da mesma forma teremos todas as parcela múltiplas de 
111 = 3.37, portanto S é múltiplo de 37. 


Questáo 70 (Auckland 2003) 
Se 2n + 1 é o quadrado de um inteiro positivo, prove que n é múltiplo de 4. 


Solução: 
Vamos analisar os casos 


Caso 1: n = 1(mod 4) 
Sen 1(mod 4) > 2n + 1 = 3 (mod 4) que claramente não é quadrado perfeito 


Caso 2:n=3 (mod 4) 
Se n = 3 (mod 4) => 2n + 1 = 7 = 3 (mod 4) que claramente não é quadrado 
perfeito 


Caso 3: n = 2(mod 4) 


Se n = 2 (mod 4) > n = 2 ou 6 (mod 8) > 2n + 1 = 5 (mod 8) que clara-mente 
não é quadrado perfeito!, logo n tem que ser múltiplo de 4. 
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Questáo 71 (Turquia 2005) 
Sejam a, b e c os lados de um triangulo e r o raio da circunferéncia inscrita ao 
triangulo prove que: 2 + 1 : —£ u 
a p cta 
Solucáo: 
Antes de fazer este problema vamos provar 2 lemas: 


Lema 1: Sejam a,b e c os lados de um triangulo, R o raio da circunferéncia 
circunscrita ao triangulo e r o raio da circunferência inscrita ao triangulo prove 


1 1 1 1 
que — + — + — = — 
ab ac bc 2Rr 
Prova 
2 25 2 
dla ыг Ене ЕСИНЕ Е t 3. 
ab ас бс абс abc дв абс 485 4R г 4R 2Rr 
“AR 


Lema 2: Sejam A,B e C ángulos de um triangulo, R o raio da circunferéncia 


circunscrita ao triangulo e r o raio da circunferéncia inscrita ao triangulo prove 
que: 


[i 
— É == 
R 2 
Prova: 
Considere p = 27215 е 5 = Área do triangulo 
S 28 
5 =pr r=— ee 
| ы p _2__р ,2S 4S _ 85° _ 85° 
ЫЕ РТУ abc R abc р abc abcp abcp 
A “as 4S 
.8p(p-a)(p-b)(p-c) 8.(p-a)(p-b).(p-c) 
abcp abc 
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Pela desigualdade de M.G < M.A temos que: 


m p-a+p-b p-a+p-b * ы 
Joao « PZP- ы (p.a) P - «(B- 22-5) a 
EAS (p- aj p- c) s(P-27P-* ауре pousse - 

p-b+p-c өере с р- тше с а? 
Мр -b).(p=c) s PEPE > (p- b)4p- os[ вее - 


Б руду dps (аве рор 

> ((p-a)(p-b).(p-c) < aa a ^ > (p - a).(p - b).(p- c) 

abc 

"8 
Daí temos que: 

в abc 

2r 8(p-a)(p-b)(p-c), “в 45,801 
R abc abc R 2 


Assim temos que: 

r 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
—<— = ?2r çs R >Z —– > — > —.—— > — — = — > — 
R ° 2 —2r R 2 2 ^ R 2r 7 a? ^ 2Rr 
1 1 1 1 1 1 1 1 


—+—+—y&—+—+—=— —y 


sz 
a? b? c? ab ac bc 2Rr 


Questào 72 (Republica Tcheca e Eslovaca 2000) 


Sejam P(x) e Q(x) dois trinómios quadráticos tais que trés das raizes da equacao 
P(Q(x)) = 0 são os números — 22, 7 e 13. Determine a quarta raiz desta equação 


Solução: 

Sejam m e n as raizes de Р(х) e Q(x) = ax? +bx +c , dai temos que as raizes de 
P(Q(x) = O são as raizes dos polinômios h(x) = Q(x) – m = 
= ax?+bx+(c-m) e do polinômio t(x) = 00) 2 п = ax? «bx «(c -n). 
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Sejam r, e r, as raizes do polinómio h(x) e r, e r, as raízes do polinómio t(x). 


b 7 : 
Note que r, + r, = rs + r, = —— . Dai temos З casos a analisar 
a 


Caso 1: r, =7,1,=13e r, =-22 
Сото r, + r; = rs + r, => r, = 42 > 
-c-mz7.13-291 

e 

c =n = (-22) (42) 2-924 

=n — m = 924 + 91 = 1015 


Tomea=1,m=1en=1016 >c=92> 
=Р(х) = (x-1) - (x-1016) = x? — 1017 x 1016 e Q(x) = x? — 20 x + 92. 


Portanto a quarta raiz pode ser 42. 


Caso 2: n =7,1,=-22e r, = 13 
Сото п + r, = r, + r, > 


>r, = ~ 28 > 
>c-m= 7-(-22) = – 154 
е 


c-nz (28). (13) = – 364 > 
=n -m = -364 + 154 = – 210 


Тотеа = 1, п= їет = 211 > 

=c=-153 = Р(х) = (x-1)-(x-211) = x? ~ 212 х + 211 
е 

Q(x) = x? +15 х – 153. 


Portanto a quarta raiz pode ser – 28. 


Caso 3: n =-22,1=13e r, =7 
Como r, + r, = r, + r, = 


= r |, =-16> 
=c -m = (—-22): 13 = — 286 
e 
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с-п= (-16).(7) =-112 > 
=n -m = ~ 286 + 112 = — 174 


Tomea=1,n=175 e m=1>c=-111> 
=—P(x) = (x-1) -(x-175) = x? -176x+175 e Q(x)= х? +9x-111. 


Portanto a quarta raiz pode ser — 16. 
Conclusão: A quarta raiz pode ser 42 ou — 28 ou — 16 
Questáo 73 (Torneio das cidades 2002) 


Sejam a, b e c lados de um triangulo prove que 
a? + b° + Забс > с? 


Solugáo: 

а? «b? - c? + 3abc = (a+b-c).(a? +b? «c? -ab - bc - ac) 
Note que a + b > c pela desigualdade triangular 

Falta-nos provar que: a? +b? + c? > ab« bc « ac 


Prova: 
a? +b? 
a? «b? r> а? +b? 


Por M.A 2 М.С, temos que > ab > a? +b? > 2ab 


2 2 2 2 


а? +c a?4c 
Por M.A 2 M.G, temos que > > a?.c? = — > ac > а? «c! z 2ас 


2. 2 — p? c? 
Por M.A 2 M.G, temos que TE 2 b.c? > > 


> bc > b? + c? > 2bc 
Somando tudo temos que 2.( а? + b? + с?) > 2ab + 2ас + 2bc => a? + b^« с? > 


ab * ac * bc 
Portanto a desigualdade é valida. 


Questão 74 (Romênia 1981) 


Existe uma função f: R > R tal que f é injetora e 


2. 2.1 
f(x*) - (00 г 7. 
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Pretendo E A A ias 


Solução: 
А 2 1 
Se a є R, satisfaz a equação a - а? > i >a-a? E 202 


y2 
=a? = al eds (8-1) 
4 2 4; 


Agora note que f(0) -(f(0))? > {> f(0) = > 


Analogamente temos que f(1) - (EM)? > i > f(1) = ; — f nào é injetora 


Conclusão: Não existe função que satisfaça as condições do enunciado 


Questão 75 (Chile 1996) 


1 1 1 1 
Calcule a soma —— + +——-+... + ————— 
1.4 4.7 7-10 1993 . 1996 


Solução: 
Antes de fazermos este problema vamos provar um lema: 


Lema: Sejam ai, a,.....a, termos de uma Р.А, prove que: 


1 ux 1 1 1 n-1 


LM 
81:82; а-а, 84:83 285-8, an Ana 85:84 


Prova do Lema: 


1 1 1 1 1 
+ + + e 
а-а; 83:85 ada а; :а, аса 
sd der. d 1 Tor Teacs 
r | a a а, a, а, а, а 
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“ыл Sd inet. 

г la, а, r [ar:a 

Pelo lema temos que: 

1 1 1 1 665 


— + 


— + +... + = 
14 4.7 7.10 1993.1996 1996 


Questáo 76 (Chile 1991) 


Determine todos as soluções inteiras não — negativas da equação 2* -2Y=1 e 


demonstre que nào há outras soluções 


Solugáo: 
ote qex>y>x2y+1> 


> 222 * 2-2 22-22 5 122! >02y>y=0>x=1. 


1.1 
Determine um número natural n tal que 996 < 1 + 2*3* 


Solugáo: 
Note que 


IV IV IV м 
vja ola l-ə Oja aja Aja 


N 


o|2 aja moja ol- ala vi> 
IV 
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Dessa forma temos que 


ie lady pita, PR 
234 2 2 


Queremos que 1.1715 996 > t > 1991. Assim temos que se п 2 2??', então 


Р АУ 
2':3'4'"*m 


Questão 78 (Chile 1992) 

Ache todos os números naturais n tais que 2" + 5 é quadrado perfeito. 
Solução: 

Seja x um número quadrado perfeito, então sabemos que x = 0,1,4(mod 8) e se 


n 2 3, teremos que 2" + 5 = 5(mod 8), logo as únicas soluções possiveis são 0, 
1e2. 


Assim temos n = 2 como a única solução. 


Questáo 79 (Chile 1994) 


: : 1 
Seja x um número tal que: x + — = -1. Calcule Pta b 
x x 


Solução: 
Antes fazermos o nosso problema vamos provar um lema; 


; z Vis 1 
Lema: Seja z um número complexo unitário. Se z+ — = 2 - cosa. Calcule 
z 


Prova do Lema: 
Como z é unitário temos que 


z = соѕа +і - sena > 2" = соѕпа +i- sen na. 
1 xi А Ы š 
E- = z” =cos(-a)+i-sen(-a) 2 z”" = cos(-na) +i- sen(-na) = 
z 


= cos(na) - i- sen(na), 
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logo 


z^ kc =2-cos(na). 
z 


Agora vamos ao nosso problema: 


1 1 2x 
Sabemos que : x + x =-1>x+ == 2. cos" , logo pelo lema temos que 


x 


` 
1894 4. Чет os Si FT + 664x |= 


Questão 80 (Croácia 1998) 
Sejam a, b e c os lados de um triangulo prove que: 


(2.0) cosc+(£+ 2) созв (6.2) cosA =3 


Solução: 


(2, b) (° a) (E. ») (a? «b? Y a? +2 –с2\ 
ko di SRD lala ab b COSA = (967 ab J: = J 


(а? + с2\ a? «c a (b? +c?) ( c? «b? - a?) 
ao JA “зве ) V ы /\ 2 J 


_ {ec КА e - c?) + (a?b? + b?c?).(a? + c? - p?) 


2a?b?c? 
¿año? + a?c?).(b? + с? - a?) 
2a?b*c 2 
_ (afc? + b*c? + 2a?b?c? ~. a?c^ — b?c* ) + (a*b? + b?c* + 2a?b?c? –Ь*с?) 
ü 2a?p?c? 
" (-а20* + ab? + a?c*  2a?b?c? — a*p? — ate?) = 6a?b?c? К 
2a?p?c? 2a?p?c? 
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Questáo 81 (Croácia 2005) 


Sejam a, b e c lados de um triangulo e R o raio da circunferência circunscrita. 


Sabendo que R= ade determine os ángulos do triangulo. 
+C 


Soluçao: 

Por M.A. > M.G temos que: 

-— b«c 

bc < 

y 2 

g- Bosena bo 1, 1 abe abc a 
2 2 4S 2bc 4S 20с 2 

s= abc _ н. abc а/с | abc a | c bre 
4R 4S b+c as 


Como bc > 56 е бс < © temos que: ус = = logo temos que b = c 


Como b = ctemos que: 


.a/bc ab a 

b«c 2b 2 

8 po? =2.® 5 senA - 15 senA = 90° 
senA senA 2 


Assim temos que A = 90º, portanto B = C = 45? 


Questão 82 (Alemanha 1971) 


Prove que quando n percorre todos os números naturais a sequência 


n+ Ra 
2 


percorre todos os números naturais exceto os quadrados perfeitos. 
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Solução: 
Antes de fazermos este problema vamos provar um lema: 


Lema 1: Se (k- 1 «n«k? -2, então i^n] <—, onde (n) representa a parte 


1 
2 
fracionária de п. 


Prova do Lema: 
Рага К = 1 e k = 2 é fácil ver isso. Vamos provar o caso k > 2. 


Note que se (k-1P «n«k?-2 então a parte inteira de Jn ék- 1, pois 
(k-1) « n< 4k? -2 <k. 
Portanto a parte fracionária de Jn é vn - (к ~ 1). 


Devemos provar entáo que Jn - (k-1)< 5. 


— 1 1 
Ж -(к-1)< ө п «k-$ епк -k+ 2: 


Por outro lado já sabemos que n «k? - 2. 


Dai temos que 


1 


n<k? - К+ – : 


1 

> k?-2<k?-k+->k>2+= 
4 4 

Logo vale a propriedade se k é natural e k > 2. 


Lema 2: Se n = к? — 1 „então então {vn} > ‚ onde {п} representa a parte 


NI ә 


fracionária de п. 


Prova do Lema 2: 
Note que se n= k? — 1, então (k-1? «n« k? , logo temos que a parte inteira de 
né vn -(k-1). 


Portanto a parte fracionária de Vn é vn — (k-1). 
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Devemos provar entáo que Jn - (к– 1) > 5 : 


- 1 1 
№ —(к-1)> 1 о пък 1 с кёр > ка -k+ ok>1+4, 
2 2 4 4 
Portanto a propriedade vale se k é natural ek > 1. 
d E». 4 I 
Definindo a, = L kx 3) note que: 


а, = 0,а; =2,а, =3,a, = 5, a4 = 6, as =7,a, = 8, а; = 10. 
Vamos provar, por inducáo, а seguinte propriedade: 

seja 

В, = (a; Кє {0}, В, = {ax i k e (1, 2),B, = (a; Ke (3, 4, 5, 6),..., 
Bm = (m-1?, (m - 1)? 1, ..., m? - 2), ... 


Note que se n varia dentro de um dos B| Vk | é invariante, vale sempre m. 
Defina Cm = By VB, UB, UB, ... U Bm 


Provemos, por indução, que Cm é o conjunto de todos os naturais menores ou 
iguais a (m +1)2 exceto os números da forma t?, onde t < m + 1. 


Note C, = (0), C, = (2, 3), С, = (5, 6, 7, 8). Portanto vale a propriedade para os 
casos iniciais. 


Suponhamos a propriedade válida para n = k: C, é o conjunto de todos os 


naturais menores ou iguais a (т «1)?, exceto os números da forma t?, sendo 
t«m + 1. 


Pela hipótese de indugáo temos que o último termo de B, é k? — 1 entáo o 


primeiro termo de B, , é К? + 1. 
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Como dentro de B, ,, E zi é invariante, vale sempre k * 1; somente o k vai 


aumentando de 1 em 1. 


Como B,,, tem 2k termos, serão acrescentados ao conjunto todos os números 


де к? +1até k? +1+ 2k-1= (k +1)2 - 1. 


Logo, a propriedade é válida para k + 1. 


Questáo 83 (Peru 2004) 


Seja A = 444...44 – 88...88 , onde temos 100 algarismos 4 e 50 algaris-mos 8. 
Calcule a soma dos algarismos de A. 


Solução: 
| 100% -1 
44...444 (100 algarismos 4) = 4 - 9 
е 
50 

88...88 (50 algarismos 8) =8 Е 5 | 
logo 

[Tio Di], T1091]. [4-109978 109 74 
a. a, [109-1]. [4-10%9—в-109 +4 _ 

Fs. : 

SO BE. 50 4. 
_„ [10 =- Е = | «eo. ee 50 algarismos e), 


logo a soma dos algarismos de A é 6 - 50 = 300. 


Questão 84 (Peru 2005) 


Quantos inteiros positivos de 3 algarismos possuem pelo menos um algarismo 7 
em sua representação decimal? 
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Solugáo: 
Primeiro passo: Contar os números que tem exatamente um algarismo 7. 
Com o algarismos 7 na casa das centenas temos 9 . 9 =81 números 


Com o algarismos 7 na casa das dezenas temos 8 : 9 = 72 números 
Com o algarismos 7 na casa das unidades temos 8 . 9 - 72 números 
Portanto hà 225 nümeros em que o algarismo 7 aparece exatamente uma vez. 


Segundo passo: Contar os nümeros que tem exatamente dois algarismos 7. 
Com o algarismos 7 nas casas das centenas e dezenas temos 9 nümeros 

Com o algarismos 7 na casa das dezenas e unidades temos 8 nümeros 

Com o algarismos 7 na casa das centenas e unidades temos 9 nümeros 
Portanto hà 26 nümeros em que o algarismo 7 aparece exatamente duas vezes. 


Terceiro passo: Contar os nümeros que tem exatamente 3 algarismos 7. 
Neste caso só temos um nümero que é o 777. 
Portanto no total temos 225 + 26 + 1 = 252 números 


Questáo 85 (Peru 2004) 


1 


Calcule o valor de ——— S nq 
sen10? . sen30º - ѕеп50° . sen70º 


Solugáo 1: 
1 
sen10* . sen30º - sen50º . sen70* 
E Cos 10? - cos30* - cos50º . cos 70º 
- sen10* . ѕеп30° . sen50* . sen70* . cos10º . cos30* . cos 50* . cos 70? 
. cost0º.cos30º.cos50º .cos70º _ 
» sen20º sen60º sen100° sen140° 
gu Ber UAE 
, _Cos10° . cos30º · cos50° - cos70° — 
ѕеп20° . sen60° · sen100° - sen140° ` 
48. cos10º . cos30? . sen40° . cos 70° = 
sen20º . sen60º . ѕеп80° . sen140° 
sen80? . cos30º . sen40? . cos 70º 
` cos70° . cos 30° . sen100° . ѕеп140° 
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Solução 2: 
Antes de fazermos o nosso problema vamos provar um lema 
sen2".a 
Lema: cosa-cos2a-cos4a-...-cos2”*a = ————— 
2" -sena 
Prova do Lema: 
Vamos provar isso por indução: 
i Para n = 1, temos que sen 2а = 2 sen a - cos a. 
i) | Suponhamos a propriedade válida para n = k. 
= sen2*.a 


соѕа:соѕ2а.соѕ4а.....соѕ2-'а = — 
2*.sena 


(H.1) 


iii) Vamos mostrar que vale paran = k + 1: 
cosa-cos2a-cos4a-...-cos2t-'a.cos2ta = 


Pe 2) costa [e E) cosata (25805; 2). sen2**!.a 


2* .sena 2* «sena (2sen2^.a)  2*''.sena 
; sen8x 
Em particular temos que cos x - cos2x - cos4x = CESSIT 
-se 


sen10? = соѕ80° 
sen70? = cos20° 
sen50° = cos40° 


Daí temos que cos20? . cos40? . cos80° = š. logo 
1 = 
seni0*.sen30*.sen50*.sen70* ` 
Solugáo 3: 


Note que 40º, 80º e 160º satisfazem a equação cos 3a = - > 


> 8cos*a-6cosa 4120, 
logo cos40%, соѕ80°, соѕ160° são as raízes do polinômio 
8cos*a—-6cosa «120, 
assim temos que: 


cos40º - соѕ80° - соѕ160° = + 
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E como cos160? =- cos20?, temos que 


1 1 
20° . cos40” . cos 809 = — > ———————————————————— z 
RSS š 8 e sen10? . sen30º . ѕеп50° . sen70º 


Questáo 86 (China 1998) 


1998 - 1999 2000 - 200141 
Calcule o valor de {ыж зушы: От 


Soluçao: 


1998 - 1999 - 2000 - 2001+1 _ 


Faga a = 1998. Dai temos que y 


4 
[а-(а+1)-(а+2).(а+3)у+1 _ (a? +3a)-(a2 + 3а+2)+1_ (t) .(t+2)+1 
Y 4 4 Y 4 i 
ande t = a? + 3a. 
(0-((+2)+1_ (+ 2041) _ feen MG 
y 4 C 4 ML 2 2: 
[1998 . 1999 - 2000 - 2001+1 . (1998? +3 1998 +1) 


Daí temos que 
чче ү 4 2 


Questáo 87 (China 1992) 


Num triángulo equilátero ABC, os pontos D e E estáo sobre os lados AC e AB 
respectivamente. O ponto P é o ponto de interseção de BD e CE. A área do 
quadrilátero ADPE é igual a área do triángulo BPC. Determine a medida do 
ángulo BPE. 


Solugáo: 
Seja F o ponto sobre AC tal que EF L AC e ^ 
G o ponto sobre BC tal que DG 1 BC. F 
E 

Como D 
S(ADPE) = S(BPC) > 
> S(ADPE) + S(CDP) = S(BPC) + S(CDP) > 

B GC 
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AC.EF BC.DG 
М7 9 
Como АА = ZC = 60°, EF = DG e ZDGC = ZEFA, temos que 
ADGC = AAEF > АЕ = CD = ACDB = AAEC, 
pois ZA = ZC = 60°, АЕ = CD e AC = BC. 


> S(BCD) = (АСЕ) > 


> EF = DG, pois AC = BC. 


Daí temos que ZDBC = ZECD. 


Pelo teorema do ángulo externo sabemos que: 
ZBPE = ZPBC + ZPCB = ZPCD + ZPCB = 60º. 


Nota: S(ADPE) denota a área do quadrilátero ADPE. Bem como S(BPC) депо! 
a área do triángulo BPC e assim por diante. 


Questáo 88 (AHSME 1961) 


Num triángulo ABC, temos que AB = BC. Os pontos P е Q estão sobre os lade. 
BC e AB respectivamente e tais que AC = AP = PQ = QB. Então a medida do 
ángulo B (em graus) é: 


a8) 255 с) 30 е) impossível de ser determinado 
b) 261 9) 40 

3 
Solução: 


Seja ZABC=a. Como BQ = PQ, temos que 
ZBPQza. 


Pelo teorema do ángulo externo temos que 
ZAQP = 2a . Sabemos também que AP = PQ, 


logo temos que ZPAQ = 2a. 


Daí temos que ZAPQ = 180° – 4a, logo ZAPC = За. 
Já sabemos que AP = AC, logo temos que ZACP = 3a , assim temos que 


ZAPC= 180° – бо . 
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Como AB - BC temos que 
ZACP = ZBAC> 180?-4a = За => 180° = 7a > a= =255. 


Questáo 89 (China 1997) 
Num triángulo retángulo ABC retángulo em C marcamos os pontos E e F sobre 
AB tais que AE = AC e BF = BC. Determine o ángulo ECF. 

Solugáo: 

Seja ZAEC=a. Como AE = AC, temos que 
ZACE = a = ZCAE = 180° -2a. 


Seja ZCFB = B. Como BF = BC, temos que 
ZFCB = f  zFBC = 180? - 2p . 


2aí temos que 


180? -2a +180° - 20 + 90° = 180° >a + р = 135°. 
Por outro lado temos que а + В + ZECF = 180° > ZECF = 45? 


Questão 90 (Ucrânia 2005) 


Seja AD a mediana de um triângulo ABC. Suponha que ZADB=45º e 
ZACB = 30º. Calcule ZBAD. 


Solução: 
Como ZACB = 30? e ZADB - 45? , então 
ZCAD = 15º, assim temos que ZCDA = 135? 


Seja ZBAD = а, então ZABD = 135? - a. 


Seja x= AD ey = CD = BD. 
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Pela lei dos senos no triángulo ACD, temos que 
x X 


sen30? sent5º 


—y-2x.seni5? 


Pela lei dos senos no triángulo ABD, temos que 


x _ у =. X- sena 
sen(135º - a) sena sen(135º – a) 
Daí temos que 
2x.sents? = —X Se o  sent5?. sen(135? — a) = sena. 
sen(135? – a) 
sen15? = sen(45? – 30°) = sen30? . cos45° – sen45? . cos30? = Sô -y2 E {2 


sen(135? — a) = sen135? . cosa - sena - cos135? = s - (sena + cos ш) 


Assim temos que 
2 [6:5 al =. - (sena +C0S a) = sena > 


4 


> (£=) - (sena + cosa) = sena > 


js EEN 341 0343 8 _ 
43-3 We 3 Bea 3, 


= о = 30° > ZBAD = 45°. 
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Questáo 91 (Canadá) 


Prove que o algarismo das dezenas de 21999 + 22000 , 22001 é impar. 


Solução: 

212 = 4096 = -4(mod100) > 2% = 16(mod100) > 

> 224 .22* = 16.16(mod100) > 2% = 256(mod100) > 

> 248 . 224 = 256 .16(mod100) 2 27? = 4096 = -4(mod100) > 

> (272)? = (-4)%(mod100) > 2432 = 4096 = -4(mod100) > 

> (2433234 = (-4)* (mod100) > 21728 = 256 = 56(mod100) = 

= 21728 . 272 256. 272 (mod100) = 21% = 56 .(-4) = -224 = 76(mod100) > 
= 2'800 272.272 = 76 .(-4) -(4) = 1216 =16(mod100) > 

=> 21944 = 46(mod100) > 219 . 248 = 16 . 56 = 896 = -4(mod100) > 

> 212% 5 -4(mod100) > 21992 . 27 = 14. 27 =-512 =88(mod100) > 
> 21959 = 88(mod100) > 2299? = 76(mod100) 2 22091 = 52(mod100) > 
= 2'999 + 22000 , 22001 = 88 +76 + 52 = 216 =16(mod100), 


ortanto o algarismo das dezenas é 1. 


questão 92 (Austrália 1991) 


Num triângulo ABC, M é o ponto médio de BC. Além disso P e R estão sobre AB 
e AC respectivamente. Sabendo que Q é o ponto médio de AM e PR, prove que 
PR é paralelo a BC. 


Solução: 

Como Q é o ponto médio de PR temos que 
PQ = QR. 

Сото О é o ponto médio de АМ temos que 
BM = CM. 


A 
Sabemos que S(APQ) = О е saar) = 9Rh. 
2 2 pa 


onde h = altura do triângulo APR. Daí temos que 
S(APQ) = S(AQR). 


Analogamente temos que S(ABM) = S(AMC). 
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Assim temos que 


S(ABM) _ S(ACM) , АР.АО.ѕеп2ВАМ _ AQAR. senZCAM | 
S(APQ) S(ARQ) > AB. AMsenZBAM AMAC. senZCAM - 
AP 


R 
> АВ "IN PR é paralelo a BC. 


Nota: S denota a área, por exemplo, S(APQ) denota a área do triangulo APQ. 


Questáo 93 (KRMO 1996) 


Num triángulo ABC, M é o ponto médio de BC. Sejam P e M pontos sobre os 
lados AC e BC respectivamente de tal que modo que PM divide o perimetro do 
triangulo ABC em duas partes iguais. Prove que PM é paralela a bissetriz interna 
do àngulo A. 


Solução: 
Estenda o lado AC até um ponto D de ^ 
tal forma que AD = AB. 


D 
Seja AQ a bissetriz do ângulo BAC. P 
Daí temos que ZBAQ = [САО = a. 
A partir daí é fácil ver que 
ZABD= ZBDA =a. B o M с 


Portanto ZBAD = 2ВАО = a. 


Dai conclui-se que AQ é paralela BD. 
Sabemos que MC + CP = PA + AB + BM. 


Como BM = MC e AB = AD, temos que CP = PA + AD = PD. 
Daí concluimos que P é ponto médio de CD. 
Portanto PM é base média do triángulo BCD logo PM é paralela a BD. 


Já sabemos que AQ é paralela a BD e como PM é paralela a BD temos que AQ é 
paralela a PM. 


127 


Capitulo 3 — Soluções dos Problemas de Olimpiadas de Matemática 


Questáo 94 (Bulgária 1969) 
Prove que para todo n natural vale a igualdade: 


COSX | COS2x | cos3x cosnx | ѕеп(п + 1)х 
+ ——— + ——— MO E — 


1+ s 
cos'x cos?x cos?x cos"x  senx.cos"x 


Se cos x # Ое sen x # 0. 


Soluçao: 
Vamos provar isso por indução: 
Observe que para n = 1 a propriedade é válida para n = 1, pois 


COS x senx.cosx  senx -cosx 25епх .cosx 
+ = 4 лыо n 


1 = " 
COSX senx COSX 


senx.cosx ѕепх · cosx 
_ | ѕеп2х 
senx - cosx 


Suponhamos que a propriedade é válida para n = k, isto é, 


COSX соѕ2х cos3x coskx sen(k +1)x 
1+ RR UR E Udo TE DESEE E 
cos x COSÍX COS” x cos x senx-cos x 


Vamos provar que vale a identidade para n = k + 1 


cosx  COS2X cos3x COSkx cos(k +1)x 
1+ ++ -—— 


cos'x Cos2x cos?x ^  cos'x  cos""x 
ѕеп(к + 1)х , cos(k+1)x _ cosxsen(k-1)  senxcos(k-1)x 
"senx.cos'x  cos""x = senx.cos"'x  senx.cos" x > 
_ Sos x sen(k + 1)х + senx.cos(k +1)х _ sen(k+2)x 
senx · cost! x — senx-costt'x 


Questão 95 (Croacia 1999) 


Seja ABC um triangulo as bissetrizes interna e externa ao ângulo C tocam AB em 


L e M respectivamente. Prove que se CL = CM então (AB)? + (BC = 4R?, onde 
R é o raio da circunferéncia circunscrita. 
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Solução: 
Seja ZACL = а daí como CL e CM são bissetrizes temos que: 


ZCLB-a, ZBCM- 5 -a e ZLCM- 5 


Como CL = CM concluimos que ZCLM = ZLMC = 


aja 


Daí temos que ZCBL = Ea e ZCAB = 2% 


Usando а lei dos senos temos que: 


¿AB с 2R > AB = 2R. sen[ sen(%-a)) j > AB? = 4R? sen [z -а) 
sen( о) 
Be 1 toe 2R sen sen( 2 - а) > BC? 
E ) \ 4 ) 
sen| 7- -o 


= 4R2 sen2 2® _ a) 
Va 
Dai temos que: 
f 
AB? + BC? = 4R?.sen? (z - a] + 4R2 зеп? (E u a) 
4 4 4 


ав [sent (5 a) «ses (38. a))= 


Nota: Nesta ultima passagem do problema usamos a identidade 


sen( Y + JB = cos isto é fácil de provar pois 


; Y 
sen( Z + в) = senZ.cosp - cos z зепВ = cos ñ 
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Questáo 96 (Bulgária 1974) 
Encontre o número natural x tal que: 


[Y | + [32 «95 |. «| Yo -1) = 400 
Solução: 
Note que se а? < t < (a+1), então [81] =a 
Dai temos que Y s < (2)? , então E =1 
Dai temos que 2? <t< (3)? , então | |= 2 
Dai temos que 3? <t < (4)? , então | |= 3 
Dai temos que 4? <t< (5)? , então FOIE 4 
Dai temos que 
[8 «| [48 || 52 -1]- 
-1.742.1943.37461.4-2 7 4 38 & 1114 244 = 400. 
Logo temos que x = 5. 


Questáo 97 (China 1999) 


Num triángulo ABC, AD é mediana de BC e E é um ponto sobre AD tal que 
BE = AC. Considere F como sendo o ponto de interseção de BE e AC. Prove que 
EF = AF. 


Solucáo: 
Trace por C uma paralela a AD. 
Seja G o ponto de interseção dessa paralela com o 
prolongamento de BF. 
Como CG é paralela a AD temos que: 

ZEAF = ZFCG e ZAEF = ZFGC 

(alternos internos) 

Temos também que ZEFA = ZCFG. Logo os triángulos 
AEF e FCG são semelhantes, daí temos que: 


AF CF AF+CF AC 
EF GF “EF+GE EG 
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Jà sabemos que CG é paralela a AD e que D é ponto médio de BC, logo pelo 
teorema do ponto médio temos que E é ponto médio de BG, isto é, BE = EG. 


Por outro lado já sabemos que BE = AC. daí temos que AC - EG. Assim temos 
que: 
AF CF AF+CF AC. 


EF GF EF+GE EG 
Logo EF = AF. 


Questáo 98 (Croácia 2001) 

Em um triangulo ABC onde AC = BC, M o ponto médio de AB e 
ZCAB = a, ZCBA = p, ZACM = o, ZBCM = y, prove que: 
sena.senf  senq.senw 

sena —B)  sen(o- v) 


Solucáo: 

sena.senf _ Sene.seny xx sen(a - B) E ѕеп(ф – w) 

sena –- В) ѕеп(ф – w) sena.senf  senq.seny 
sena.cosB – senf.cosa _ Senq.cos y — seny.cosq 


sena.senf ѕепф.ѕепу 
= COSB _ соза cose cosw ,cosp, созу 
senü sena епо seny ѕепВ senwyw 
= COSp Cosa _, cosp.seny + senf.cos y 
seno sena senf.seny 
- “os q.Sena + соѕа.ѕепо à sen(B + v) D sen(a + q) 
senq senf.seny ѕепс.ѕепф 


Como «+В + p + у = x temos que sen(a + B) = ѕеп(ф + w)e dai concluimos que: 
sen(B +w) _ sen(a + ф) 1 1 sena seny 


= 
senf.seny ` sena.senq senf.seny ѕепо.ѕепф senB seno 


Seja AM = BM = x e CM = y usando a lei dos senos no triangulo ACM temos que: 
y x _ у _ sena 
Sena senp X senp 
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Usando a lei dos senos no triangulo BCM temos que: 
d acu Y a SEnB: 


senp seny X sem 
y 


sena _ Seny : 


E dai concluimos que 
senp seno 


Questão 99 (Estônia 2001) 


Num triângulo ABC temos que ZABC = 2- «ВСА e a bissetriz do ângulo А, toca 
BC num ponto D tal que AB = CD. Determine o ángulo A. 


Solução: 

Seja AB=CD=x. A 
Seja АСВА = а, dai temos que ZABC = 2a. 

Seja ZCAD = В = ZBAD = В => ZBDA=a+f. 

Agora usando а lei dos senos по triángulo ABD 


temos que: 
AD » x = = X: senza x 
senza  sen(a = В) sen(a + p) 


Agora usando a lei dos senos no triangulo ACD 


temos que: 
2а a«f a 
AD | X Apa X Sene B D x C 
sena  senf senp 


Dai temos que: 
x - senza _ X ° sena 
sen(a + B) senf 
E 2-х. sena -cosa _ x ` sene | 
sen(a + B) senp 
>2-cosa- senß = sen(a + B) > 
> 2 - cosa - senf = senacosp + senf - cosa > 
> cosu - senf = sena : cosp > 
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sena  senf 


cosa  cosp 
> tga = tgp 


e como «e р são ángulos agudos temos que q =p. 
Logo temos que 5a = 180° = а = 36° > A = 72°. 
Questão 100 (lugoslávia 1978) 

Se xyz = 1, calcule o valor da expressáo: 


xd ыы И eui 
1+Хх+ху 1+2+х2 1+y+yz 


Solugáo: 
Observe que: 
1 М 1 3 1 
1+х+ху А 1+x2+1 
z 
PASE E Кё: эш =: 
1+у+у2 4, + yz x +1+xyz? xz+1+z 
Portanto temos que 
1 1 1 


Le == 
1-X-Xy 1+2+х2 1+y+yz 
z 1 xz xz+1+2Z 
= ———— Y —— t c =D = 1 
z+x+1 1+2+Х2 X2+14+Z x+1+2 


Questáo 101 (Irlanda) 


Seja ABC um triángulo com lados BC, AC e AB de medidas a, b e c 
respectivamente. 
Sejam D e E os pontos médios de AC e AB respectivamente. Prove que BD é 


perpendicular CE, se e somente se, b? + c? = 5a?. 
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Solução: 

Antes de fazermos o nosso problema vamos provar 2 lemas. 

Lema 1: Num triângulo qualquer o quadrado do lado oposto a um ângulo agudo 
é igual a soma dos quadrados dos outros dois lados menos duas vezes o produto 
de um desses lados vezes a projeção do outro sobre ele. 

Prova do lema 1: 

Seja ABC um triângulo com lados BC, AC 
e AB de medidas a, b e c respectivamente. 


Considere o ángulo A agudo. 


Seja F um ponto sobre AB tal que CF é 
perpendicular a AB. 


Seja h = CF e AF =m. 


Dai usando o teorema de Pitágoras no 
triángulo ACF temos que: 


b? =m? +h? (I) 
Usando o teorema de Pitágoras no triângulo BCF temos que: 
a? = (с- т)? +h? > 
>a? = с? -2cm+ m? +h? > 
2=c?-2em+b? > 
= a? = c? +b? -2cm 


>а 


Isso prova nosso lema. 
Lema 2: Num triángulo obtusángulo qualquer o quadrado do lado oposto a um 


ángulo obtuso é igual a soma dos quadrados dos outros dois lados mais duas 
vezes o produto de um desses lados vezes a projegáo do outro sobre ele. 
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Prova do lema 2: "m 
Seja ABC um triángulo com lados BC, AC e © 
AB de medidas a, b e c respectivamente. 


Considere o ángulo A obtuso. 


Seja F um ponto sobre o prolongamento de 
AB tal que CF é perpendicular a AB. 


b 
Sejahz CF e AF =m. F 
Daí usando o teorema de Pitágoras no 
triángulo ACF temos que: 

b? =m? +h? (1) 

Usando o teorema de Pitágoras no triângulo BCF temos que: 
а? = (c +m)2 +h? > 
= а? = с? +2cm+m? +h? > 
= a2 = с? + 2cm +b? > 
= a? =c? +b? + 2cm 


Isso prova nosso lema. 
Agora vamos ao nosso problema 


Primeira Parte: Mostrar que se BD é perpendicular CE entáo 


b? «c? = 5a?. 
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Marque um ponto F sobre CD tal que BF é 
perpendicular a AC. 


Suponhamos sem perda de generalidade 
que o triángulo ABD é obtuso e o triángulo 
BCD é agudo. 


Dai pelo lema 2 temos que 
2 2 bY b 
с“ = (В0) +] = | +2-—: x 
2 2 


Onde x = DF 


E pelo lema 1 temos que 
py b 
a? = (BD) (2) -2.2.x 
2 2 
3omando tudo membro a membro temos que 
2 
a? «c? = 2. (BD) +2 (3) > 
> 2а? «2c? -b? =2 . (BD)! > 
253 . V2a? + 2c? - b? = BD 
Analogamente temos que 
> V2a? + 2b? -c? = CE 


Seja G o ponto de encontro das medianas. 
Pela propriedade do baricentro temos que: 


сс s 1.1. (2а? +252 —с® =). J2a2 + 20? - c 
32 6 
Analogamente temos que 
BG s 1.1. 42223420202 =. doa? +20? -b? 
32 6 
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Note que CD é base média do triángulo ABC logo 
cp= 2 
2 


Agora usando o teorema de — no поа CDG temos que 
(1. J2a? 42c? pt ‚ 2а? + 207. (a) 
—. 292 «2c 2a? +262 - c? | -fal 
ls i El + (2) 
E daí concluimos que b? + c? = 5a?. 


Segunda Parte: Prove que se Ы? +с? = 5а? então BD e CE sao 
perpendiculares. 


Seja ZBGC = a. 
Usando a lei dos cossenos no triángulo BCG temos que 


A ——Ó RS s 
(ay = (5 : 2a? + 2c? =) «(s „2а? + ZR) 
-2 (3. aut cac co) (3. aat 120-0? | сова 
3 3 J 
Assim temos que 
ES 2a +20? -ь° II 


Como b? + c? = 5a? podemos concluir que 


2: [1 dao? ee ce) (3 зї +26? cê ) cosa =0 


Dai temos que cosa = 0 => a = 90º. 
Portanto BD e CE sào perpendiculares. 


Questáo 102 (india 2007) 


Seja BD a bissetriz do àngulo B num triángulo ABC retángulo em С. 
E seja E um ponto sobre AD tal que АЕ = CE. Prove que: 


Solugáo: 
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TUS AB A 
Primeira Parte: Provar que BC «3 
Prova da Parte 1: 
Seja c E 
ZABE = 0 => /ЕВО = 0 e ZCBD = 20 
Usando a lei dos senos no triángulo ABE 8 D 
temos que - 0 
; 20 
BE = AE = AE-BE seng B с 
senA  senO senA a : 
Usando a lei dos senos no triângulo BCE temos que 
BE CE ВЕ. sen30 
= > СЕ =— 
ѕеп90°  sen30 ѕеп90° 
Сото АЕ = СЕ, temos que 
BE - sen8 " BE . sen30 a sen30 a 1 
senA ѕеп90° seno ѕепА · 
Ё fácil ver que 
1 1 _ sen30 


A = 90° – 40 > senA = cos 40 => —— = ——— = 
senA  cos40  sen0 


Considerando o triángulo ABC temos que 


Temos que 


sen30 = (sen20 . cos0 + send - cos20) = 

= 2 - sen8 - cos? 0 + sen - (cos? 0 — ѕеп20) = 

= 2.sen0 -cos? 0 + send - cos? 8 — sen?0 = 

= 3 - sent . cos? 8- ѕеп?0 = 3. seno - (1- ѕеп20) - sente = 


sen30 


= 3 - send - 4sen30 > = 3- 45еп20 
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Daí concluímos que 


sen30 1 с 
—— <3 > 3>- 


< =— <3 
sen6 cos 48 


C 


AB 
B 


5 AB 
Segunda Parte: Provar que — < — 
a we 2 < Bc 


Prova da Parte 2: 
Sabemos que 


€ 13. 4sen?8 — © = 3 4(1- cos?6) = -1+ 4cos?0 = Š +1= 4cos2 0 > 
a a a 


+1 £11 e ci 


=š — 2c 02 8.—-1- (2cos* 0) - 12 5 — = cos20 


Por outro lado temos que 
cos 40 = cos? 28 - (1- cos? 20) = 2cos? 20 - 1- 
`2 


(өз үө; 
Agora suponhamos por absurdo que а s 2 
2 
Зе 25522 152-1=[2-1) <2 
a 2 a 2 la 4 


Por outro lado temos que 


a,2 
c 5 
Assim temos que 


Ss cos 40 = 
© 


№і 


2 `2 

с 1í(3 9 1 

af et] р | -15-2-12- 
E 1) Ts g 8 8 
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Dai concluimos que 


1,2,25,1,2 
8 c 5 8 5 
Absurdo, logo temos que 
5 AB 
2 BC 


Questão 103 (KRMO 2008) 
Seja ABC um triângulo. Sejam D e F os pontos médios de BC e AB 
respectivamente. Seja K um ponto sobre AC tal que AC é perpendicular a FK. O 
prolongamento de FK encontra a perpendicular a BC passando por B no ponto N. 
Prove que ND = R, onde R é o raio da circunferência circunscrita ao triângulo 
ABC. 

Solução 1: 

É fácil que ver que 


ZFKA + ZFAK + ZAFK = 180° > 
=> “АЕК = 90° – ZFAK 


Observe que 
ZNFB = ZAFK = 90° – ZFAK 


Temos também que 


ZNKC + ZKCB + ZCBN + ZBNF = 360º > 
> ZBNF = 180° - ZKCB 


Usando a lei dos senos no triángulo BNF 


NB BF B- BF.senzNFB c senZNFB 


———— HÀ ll MÓ— 0 = E rF 
senZNFB  senzBNF senZBNF 2 senZBNF 
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Temos que 


ZNFB = ZAFK = 90° — ZFAK = senzNFB = cos ZFAK 


Pela lei dos senos temos que 


c _ €: cos ZBAC 


[*] 
— = R 2 — = = ———————— =R- cos LBAC 
senZKCB > senZBNF 2. senZBNF 
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Capitulo 4 — Solução dos Problemas de Treinamento 


Capítulo 4 
Solução dos Problemas de Treinamento 


Questão 1 


10 : 
Seja ABC um triângulo tal que ZACB = 3. ААВС е АВ = 3 BC. Determine 


cos A + cos B + cos C. 


Solução: 
É fácil ver que ZCAB = 180 — 4 . ZABC. 


Pela lei dos senos temos que BC = 2R . sen(4 - ZABC) e 
AB = 2R - sen(3 · ААВС) > 


> 2R - sen(3 - ZABC) = o -2R - sen(4 - ZABC) > 


> 3. ѕеп(3 . ZABC) = 10 . sen(4 . ZABC)> 

> -12:sen*(ZABC) + 9.sen(ZABC) = 20.5еп(2. ZABC):cos(2: ZABC) > 
> -12-sen* (ZABC) + 9.sen(ZABC) = 

= 40-sen(ZABC)-cos(ZABC)-cos(2: ZABC) 


Como sen (Z ABC) # 0 , temos que 
-12-sen*(ZABC)+9 = 40-cos(ZABC)-cos(2.ZABC) 
Faça t = cos x, daí temos que 


-12:(1-12)+9=40-t-(22-)> 
> 0 = 801° -121? - 40t +3 = (4t - 3) - (2012 +121-1)=0> 
27 3 


stas ou t=-— ou t=—. 
4 40 40 
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Como 


P 
ZCAB = 180-4. ZABC > 0= => “АВС < 45° 2t» > 


zs i = cos - АВС = = cos - ZBAC = -cos(4 - ZABC) > 


ODE 


Temos também que 


3 3 9 
cos - «ВСА = cos(3 - ZABC) = 4 ($) -3 (5) =-— = 


= COSA + cosB + cos C = = 


Questão 2 


Seja ABC um triângulo isósceles com AB = AC e ZBAC = 100º. A bissetriz do 


ângulo B toca o lado AC em D. Prove que BD + AD = BC. 


Solução: 
Pela lei dos senos temos que: 
AD | BD (AD seno?  ( 
ѕеп20° ѕеп100° ' BD ѕеп100° 
D 
BC BD BC  sen60? 
= ——— Ш> — = (11) 
sen60?  sen40? BD  sen40? 
22 À 
B С 


AD sen20º 2 sen100° + sen20° - 
BD sent00º sen80* 
.2.sen60?.cos40? _ sen60° BC 
— 2.sen40*.cos40* sen40* BD 


> 1+— = — = BD +AD = BC 
BD 
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Questáo 3 


Seja ABC um triángulo tal que ZABC = ZACB = 80°. Tome um ponto P sobre 
AB tal que ZBPC = 30°. Prove que AP = BC. 


Solugáo: 
E fácil ver que A 


&РАС = 20º, АРС = 150º e ZACP = 10º 


Usando a lei dos senos temos que: 


AP AC BC | AC , 30 
sen10? sen150º sen20º ѕеп80° 
o o 
аР = Ac. n e gc. Ке» seneo" 
ѕеп150 ѕеп80 480 TÒN 
logo 
AP=BC OS sen10°  sen20? 


ѕеп150° ѕеп80° 
€» ѕеп10° . ѕеп80° = ѕеп20° . ѕеп150° > 


< sen10? . cos10? = 2. (5еп10° . соѕ10°) Lo 


< sen10? . cos10? = (ѕеп10° - соѕ10°) 


Portanto vale que AP = BC. 


Questáo 4 


Num triángulo temos que ZABC = ZACB = 40º. Seja P um ponto interior do 
triângulo ABC tal que ZPBC = 20? e ZPCB = 30º, prove que 


BP - BA. 
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Solução: 

Como ZABC = ZACB = 40º, temos que 
AB=AC=x. 

Sabemos que 


ZPBC + PCB + ZBPC = 180º > 
> «ВРС = 130º. 


Usando a lei dos senos no triángulo BPC, 
temos que: 


BP BC 
= ——— > 
ѕеп30° sent30º 
ВС - ѕеп30° ВС . ѕеп30° BC 
= BP = —— = —— = —— p 
sen130° ѕеп50° 2. cos40º 


Usando a lei dos senos no triângulo ABC, temos que: 


AB BC 
— — — — s 
sen40° sen100° 
>AB= BC.sen40? ВС. sen40° _ BC .$еп40° 2 BC 
— веп100° ѕеп80°  2.sen40°.cos40° 2 :с0540° 


Е daí concluimos que АВ = BP. 


Questáo 5 

Num triángulo ABC marcamos os pontos D sobre AB tal que AD = BD e o ponto 
E sobre AC tal que AE = 2. CE. Os segmentos CD e BE se cortam num ponto F. 
Prove que 4EF = BE. 
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Solução: 
Marque o ponto M sobre AE tal que A 


AM = ME = EC. 


Dai temos que pelo teorema do ponto médio M 
que 2. DM = BE e DM é paralela a BE. 


Como DM é paralela a EF e E é ponto médio E 
de CM, temos que F é ponto médio de CD, 

logo EF é base média de DM , assim temos 

que 2- EF = DM. 


B 
Daí temos que 2. ОМ = BE e 2- EF = DM, dal é fácil concluir que 


4EF = BE. 


Questão 6 


Num trapézio isósceles ABCD, temos que que AD = BC. A base maior é ABe a 
base menor é CD. Sabe-se que a diagonal do trapézio mede 10 cm e forma com 
a base maior um ángulo de 45º. Determine o perímetro do trapézio. 


Solução: 
Seja E um ponto sobre AB tal que CE é D RN o 
perpendicular a AB. Sabemos que 


ZCAE = 45°, 
logo “АСЕ = 45º. Faça 


х = АЕ = СЕ. 


Temos que cos 45? "X = x= 1642. 


Seja F um ponto de AB tal que DF ë perpendicular a AB. 

Seja G o ponto de interseçao de DF com AC. 

Temos que o triángulo CDG é isósceles onde 
CD=DG=y>EF=y>AF= 16/2-y. 
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Note que o triángulo AFG também é isósceles e retángulo, dai temos que: 


AC AC 
cos 45% = — = ——— 
AF 1642-y 
> #2 16%-y > 
2 AC 


= АС = 16 + V2y > 
= CG = 16 - J2y. 


Aplicando o teorema de Pitágoras no triángulo СОС, temos que: 
— 2 
(16 - J2y) = y? +y2ə 
= 256-32/2y =0 > 


>EF = 425 
= АЕ = 124/2 > 
=BE = 1242 


Aplicando o teorema de Pitágoras no triángulo BCE, temos que: 
2 
(вс)? = (1242) «(162 > 
=BC = 204/2 > 
>AD = 2042. 


Assim temos que o perimetro é 2042 «2042 + 4/2 + 284/2 = 7242 . 


Questáo 7 


Num quadrado ABCD. Seja F o ponto médio de CD e E um ponto sobre CF de tal 

modo que BC + CE = AE, prove que: 

a) EF=CE 

b) ZBAE= 2. ZFAD 

с) Seja G o ponto de encontro dos prolongamentos de AE e BC, prove que 
3. CG=CD. 
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2 


d) Prove que tgZFAE = 11 


Solução: 
a) Trace por E o segmento EG tal que EG 
é perpendicular a AB. 


Considere 
AB=AD=CD=BD=2x e CE=k. 


Dai temos que EG = 2x. 
Note que BG =EC=k e como 


AB = AG + BG, 


temos que AG = 2x - k. 


Temos também que BC + CE = AE, logo 
АЕ = 2х +k. 


Agora usando o teorema de Pitágoras по triángulo AEG, temos que : 
(АЕ)? = (AG)? +(GE)?>(2x+k)? =(2x-k)? « (2x)! > 
> 4x? - 8kx = 0 = 4x : (x - 2k) 20 = x = 2k. 


Jai {ето que AG = 3k, AE = 5k e AB = AD = CD = BD = 4k. 
Note que FC = FE + EC = 2k. E como EC = К, temos que FE = К, logo EF = CE. 


b) Observando o triángulo AEG, temos que tg GAE = ES = 5 j 
Observando o triângulo ADF, temos que tg FAD = K = > 
2.1 
Dai tg2-FAD=2 9D" 2. 1.1.4 вае 
1-tg^FAD 1 13 3 
2 4 4 


E como FAD e BAE sáo ángulos agudos temos que, temos que 


ZBAE 7 2- ZFAD. 
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c) Observe otriángulo ABE. 
Temos que 


tg BAH = tg GAE = 4. Biy 
3 AB 


= ВН = — > 


= СН = ак ue 
3 3 


= 3. CH = CD. 


d) Seja ВАЕ = a, РАО = pe FAE = y. Note que a + В + y = 90°. 


Temos que tga = $ e tap =>. logo 


tga + tgp + 

t = = 

g (o) т-де дБ 7d 
3 


logo tg y = 2. , pois tg(90º — x) = = 


Questão 8 


Dado um triângulo equilátero ABC de lado 24 cm. Prolonga-se o lado BC e sobre 
este prolongamento toma-se um ponto S tal que CS = 12cm. Une-se S ao ponto 
médio do lado AB 


a) Calcule AN e CN 
b) Calcule MN e NS 
c) Calcule a área do quadrilátero БОМЧ. 
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Solução: 


a) PorM trace uma reta paralela a BC. E seja P o ponto de interseção dessa 
reta com AC. 


Como MP é paralela a BC temos que ZNMP = ZNSC 
Temos também que ZPNM = £SNC Jogo os triângulos NCS e MNP são 


congruentes pelo caso LAAo. Dai temos que PN = NC = 6. 
Assim temos que AN = 18 e CN = 6. 


b) Usando a lei dos cossenos no triângulo BMS temos que: 
(Ms)? = (BS)? + (мв) -2.BS.BM cos60° > 


(м5)? = (36 + (12)? -2.236. = 1296 +144 – 432 = 1008 > 


MS = 4/1008 = 12/7 . 
Ја sabemos que os triángulos NCS е MNP sáo congruentes, logo ММ = NS 
= 6/7 


с) Note que S (BCMN) + S (CNS) = S (BMS). 


o 
É fácil ver que S (BMS) - 35.12.0550. = 108 e S (CNS) 


= 8.12.c0s60º 
2 


= 18, logo S (BCMN) = 90. 
Questáo 9 (Concurso para professor IFRN 2009) 


Considere o triángulo retángulo no qual a hipotenusa se encontra sobre a reta r: 
3x + 4y = 0, um cateto ë paralelo a reta x — y + 1 = 0 e o vértice do ángulo reto é 
o ponto A(5, —2). Com base nessas informações, qual é a medida da hipotenusa? 


Solução: 

Considere os vértices do triângulo como sendo A, B e C. 

Seja t a reta sobre a qual está um dos catetos e que é paralela a reta 
x-y+1=0. 


Então temos que a equação da retaté x -y + a = 0. 


Por outro lado sabemos que o ponto A (5, —2) está em t, logo temos que 
=—7. 
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Daí temos que t: x -y — 7 = 0. 


Suponhamos que В é o ponto de encontro de ге t Vamos calcular B. 
Íx -y-720 
13x + 4y =0 


Resolvendo o sistema temos que x = 4 e y = -3, 
Seja h a reta sobre a qual esta o outro cateto, entáo h é perpendicular a t, logo h: 
x+y+b=0. 


Por outro lado sabemos que o ponto A(5,-2) está em h, logo temos que 
b=-3. 


Dai temos que h: x + y — 3 = 0. 
Suponhamos que C é o ponto de encontro de r e h. Vamos calcular C. 


[x+y-3=0 
|3x + 4y = 0 


Resolvendo о sistema temos que х = 12 e y = - 9. 
Agora vamos calcular o comprimento de BC. 


BC = (12-4)? +(-9-(-3)? = (8?  (-6? =10. 


Questáo 10 


Num quadrado de ABCD prolongamos o lado AB até um ponto F tal que BF = 
10cm. Seja E um ponto sobre CF de tal forma que AE é perpendicular a CF. E 
seja G o ponto de intersegáo de AE e BC. Sabendo que AG = 20 cm determine o 
ángulo ZFCB. 


Solugáo: 
Trace a diagonal AC. Note que BC e AE 0 С 
sáo alturas do triángulo АСЕ. 


Logo G é o ortocentro. 


Seja H o ponto de interseção de AC e do 
prolongamento de FG. 
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Assim temos que FH é altura do triángulo АСЕ, logo Z FHA = 90°. 
Como АС é diagonal temos que ZHAF- 45º, portanto Z HFA= 45º. 
Daí temos que 4 BGF= 45º > BG = 10cm. 


A partir dai temos que: 


sen ZBAG = as 
20 2 


= ZBAG = 30> 

> «ЕСС = 60° > 

> ZECG = 30° > 
> ZFCB = 30° 


Questáo 11 


Prove que V2, 3,5 não podem ser termos de uma mesma progressão 
aritmética. 


Solução: 
Suponhamos, por absurdo, que 2, V3, 5 fossem termos de uma mesma 
progressão aritmética dai teriamos que 

J2-a, +(n- 1) : r, Уз =ay+(m-1).r e J5 =a,+(t-1) +", 


onde r é a razáo da P. A e a, é o primeiro termo da P.A. 


Dai temos que V3 - /2 = (m-n).r e /5- 43 = (t- m). r 


Logo temos que УЗ -42 шый 
5-/3 t-m 
Сото т, п, t sáo inteiros temos que m à racional , logo 45-42 é racional 
t-m J5 - J3 
43-42 _ ; i : 
Façamos ——— = s, onde s é um número racional. 
/5 - J3 
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Daí temos que: 


Уз - 42 
4/5 - 43 
25-2.46-s?.(7-2415) 2 7. s?-5-2 J6 -2. A5. s? > 
2_ 
27-5 -= J6- 418. s, 


logo temos que V6 - 15 - s? é racional. 
Daí faga 


= ее +1552 _ h2 
6-18 st 6-6. V10 s +15- st =h? S PST Lio, 
S 


=s => V3 -V2 = 8. (4/5 – 43) => (V3 – V2} =s? (4/5 – /3)2 > 


portanto 410 é racional, pois h e s são racionais, absurdo!. 
Dai concluimos que 42,43, 4/5 não podem ser termos de uma mes: 
progressáo aritmética. 


Questáo 12 (Teorema das colunas) 
Prove que para todo n natural vale que: 


Cop + Comp + Co.2p +... + Слар = Comn+p-1 


Solucáo: 
Vamos provar isso por indução: 
Para n = 0 temos que C,, - C 


р+1р+1 7 1 
Suponhamos que a propriedade é valida para n = k 

Cop + Corp + Cp.2p * + Cp.kp = Cp-k-1p+1 (Н.1.) 
Vamos provar que vale a propriedade paran = k + 1 


Cop + Cop + Cp.2p +...+ Co+kp + [o = Cs capt + Ср-к.1р 


Note que pela relação de Stifiel C, is + С.к. = Coorozpo1» logo а 
propriedade vale para n = k + 1. 
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Questão 13 
_n-(n+1)-(2n+1) 


Prove que 1 +22 + 3? +...+n2 ^ 


Solução 1: 
Vou provar isso por indução: 
1.2.3 
6 
i) | Suponhamos a propriedade vale para n = k, isto é: 


$223 3241 pk Ü SL) (2k + 
es = 


i) Para n = 1, temos que 1? = 


(H.l.) 
ini) vamos mostrar que a propriedade vale para n = k + 1 
T +22 +32 +...+к2 +(К 1)? AA 
_ (k +1): (k+2)- (2k +3) 


6 
portanto a propriedade vale para todo n natura!. 


+(k+ 1? = 


Soluçao 2: 
Sabemos que (п + 1)? = n? + Зп2 + Зп +1 


раі temos que: 

(1-15 = 12 43.1 «3.141 
(2419 22343.2243.241 
(341? = 33 43.3? 43.341 


(п + 1? 2 n? 3. n? «3. n1 


Somando tudo membro a membro temos que: 
(+I? = 13 +3. (12 +22 +32 +... +п2) 3. (1224 3. п) + (0+1) = 
> (п+ 1) – 12 –3.(1+2+3 +... + п)- (п +1) =3. (12 +22 +32 +...+п2) > 
2 _n-(n+1)- (21+ 1 

6 


= 12 +22 +32 +...+п 


156 


Problemas Selecionados de Matemática (ITA-IME) — Olimpiadas (Volume 2) 


Questáo 14 

L y2 
Prove que 1? + 23 + 33 +... + пЗ (5523) . 
Solução!1: 


Vou provar isso por indução: 

i Paran=1,temos que 4 (07 

ü) Suponhamos a propriedade vale para n = k, isto é: 
Pi „(Oken (H.1) 

iii) vamos mostrar que a propriedade vale para n = к + 1 


2 CE 
19 +23 +3% +. ek? +(к +19 (gen) (Rat? [ere 


Portanto a propriedade vale para todo n natural. 


Solugáo 2: 

Note que: 

8 =4 

2=3+5 

3° =7+9+ 11 

43 = 13 + 15 + 17 + 19 


Onde па primeira linha temos um termo, na segunda linha temos dois 
termos, ... n-Ésima linha temos n termos. 


Vamos provar isso por indugáo: 
Primeiro Passo: Calcular o primeiro termo da n-ésima linha: 


O primeiro termo da n-ésima linha ë о a,,2.3. („1.1 da P-A. (1,3,5,7,9....). 


Sabemos que A a +, logo pri-meiro 


termo da n-ésima linha é 1+2 . (>=?) =n? -п+1. 
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Segundo Passo: Calcular o ültimo termo da n-ésima linha: 
O último termo da n-ésima linha é o a4,2,5,. (4.44 da Р.А. (1,3,5,7,9....). 


Sabemos que 142488488 ..(0- en (CL), logo o ültimo termo 
da n-ésima linha ё 1+ 2 (LB) inten. 


Terceiro Passo: Calcular a soma dos termos da n-ésima linha 


A soma dos termos da n-ésima linha é 


3 


n? -n+1+n? «n- 12 = 202. = п, 


п 
2 
Quarto Passo: Calcular a soma dos termos das п primeiras linhas 
A soma dos termos das n primeiras linhas é 1 +22 + 35 +...+п?. 


Tm 


Por outro lado temos que nas n primeiras linhas temos os ( 2 


primeiros termos da P.A.(1,3,5,7,....). 
Vamos calcular essa soma 


з=. (ge) (e eem (einen 
| Í. 2 JA 4 \ 2 


Logo temos que: 


P +23 +33 +... n? (1) 


Questão 15 
n-(n+1)- (n-1) 


Prove que 1-2+2.3+3-4+...+n-(n+1)= 3 
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Solução 1: 

Vou provar isso por indugáo: 

) Paran = 2, temos que 1-2 = (Lao 
ii) Suponhamos a propriedade vale рага n = k, isto е: 


(k) - (+1) (- 0) 


1.2+2.3+3.4+..+(-1- k =[ 5 | 
À 


ii) vamos mostrar que a propriedade vale рага п = К + 1 


1.-2+2.3+3-4+...+(k-1)-k+k-(k +1) = 


+ DK) ((к) (к = 1).(k + 2) 
a ¡PESA +k-(k ay kata) 


portanto a propriedade vale para todo n natural. 
Solução 2: 
1-2+2-3+3-4+...+(n-1)-n= 
= (12 +1) + (2? + 2) + (3? +3)+...+(n-1) +(n-1)= 
= (12 +22 +33 +... + (n-1? + (1+2+3+...=-п- 1) = 
f (n) - (2n - 1): (n-1) (n): (n- +) 
que M 


[go ge 
3 


Solução 3: 
Pelo teorema das colunas sabemos que: 


Cop + Саар + Co+2p +... * Cp.np = Con+1p.1 


Dai temos que: 
C22 * Ca2 + C42 +... + C2,n.2)2 = Сүп-2)+з3 > 
212,2,84, „ioin (Mttr), 
2 2 2 2 6 


21:242:348 4c t(n- no (ELEN) 
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Solução 4: 
3:19:09: (*2)-(k-2-() 9] - 


=; +3k? +2k)- (k? —k)] = 
=; DRE +3k]=k - (K+ 9. 


Dai temos que: 


1.2 -id9-0.-0)-(0)-0- (27 


2.32-.((2-(3-(3)-(0- (2) (3)] 


(n-2)-(-9- 5-((n-2-(-9-()-(-3)(n-2)-(n- )n-9-(0) - 


-3-l-9-(0)-(*2-(-2)-(-) : (m) 


Somando tudo membro a membro temos que: 


1-2+2.3+3-4+..+(п-%-=--(п-1) (0) (п +1)-(0)- (0-2 - 
(Meann 
3 J? 


Questão 16 
Prove que 
n-(n+1)- (n+2)- (n+3) 


1.2-3+2-3-443-4-5+...+n-(n+1)-(n+2)= з 


Solugao1: 
Vou provar isso por indução: 


i) Para n = 1, temos que 12:3 (18 0:9) 
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ii) | Suponhamos a propriedade vale para n = К, isto é: 
n Р, + ` N 
1:2.3+2.3.4+3.4 Se ct e) eem (E6061 n 
vamos mostrar que a propriedade vale para n=k + 1 


1.2.3+2.3.4+3.4.5+...+к.(к+1): (k+2)+(k +1) - (k +2). (k 3) = 
„(Ко +1) > (k +2) - (k + 3) 
4 
[кешке сац 
4 


]+к+®-к+2)-(к+з)= 


portanto a propriedade vale рага todo п natural. 


Solugáo 2: 
Ук 0 k«22 +30 у" 252. У k= 
EEE Enta. (M0). 
= (8:69:02: 
4 
Solução 3: 


Pelo teorema das colunas sabemos que: 


= С 


р-п-1р +1 
Daí temos que: 


C33 + Саз + Css +... + Css = Cu 2,33 > 
>Ü 00202): (3) (2): (3): (40, (3): (4): (5), | (m (n* D+ 
6 6 6 6 
(Menea. 
24 
>1.2.3+2.3.44+3.4.-5+...+n-(n+1)-(n+2)= 

(000-2119) 
MENU EE. 
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Questáo 17 


Prove que cos 24° + cos 48° ~ cos 84° — cos12? = 2 


Solugáo 1: 

Note que 

соѕ168° = -cos12º e соѕ96° = -cos84° 
cos24º + cos 168? = 2 . cos72? . cos 96? 
соѕ48° + cos 96? = 2 . cos 72° . cos 24° 


Dai temos que 

cos24º + cos48° — cos84° — cos12° = 

= 2 . cos 72° - cos 96° + 2 . cos72° . cos 24° = 

= 2.с0572° . (cos 96° + cos24°) = 

= 2 - cos 72° . (2 - cos60° + cos 36°) = 

= 2.с0572° . cos 36° = 

2: cos72° - cos 36°sen72°sen36° _ 

sen72°sen36° Ы 

2. | ө) í Е 

E 2 2 


1 
sen72ºsen36º 2 


Questão 18 


Calcule o valor da expressão 16 - (sen$15* + cos? 15°) 


$о!исао: 
sen(45º — 30º) = sen45º . cos 30° ~ sen30º . cos 45° = 
- < - cos(45º — 30º) = cos 45? . cos 30° + sen30º . sen45° = 
-= = ‚ sen215° + cos? 15° = 


= (sen15* + cos15?) - (ѕеп215° + cos? 15° — sen15* . с0515°) = 
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(E: 
e 


] semis cos? 15º [ 


Es 


> (ѕеп?15° + cos? 159)? = > 


4 
> sen? 15° + cos? 15° +2 - sen?15* . cos? 15° = => 
3 
30° | 
= senŠ515° + cost 15º = «2 EE 
64 2 


Assim temos que 


веп®15° + cos? 15° = 22 — 
64 


> зеп°15° + cos 15° = 12 > 


> 16 . (sen?15º + cos? 15°) = 13 


Questáo 19 (ITA 1997) 


Seja f: R 2 R funções tais que g(x)=1-x e f(x) +2. f(2- x) = (x - 1. para todo 
x real.Entáo f(g(x)) é igual a: 
а) x- 1? b) (1- x)? c) x? d)x e)2-x 


Solucáo: 
Faça x = a > f(a) + 2 - f(2-a) = (a - 1? 
Faça x=2-a>f(2-a)+2- f(a) = (1-a)? 


Somando tudo membro a membro temos que: 
3.[f(a) +f(2- a)] = 0 > f(a)+ f(2 — a) = 0 > Қа) = (1- a? 


Logo temos que f(x) = (1- x)? > f(g(x)) = f(1-x) = (1- (1— x)? = x3. 
Resposta: letra C 
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Questão 20 (ITA 2002) 


Os valores de xe R, para os quais a função real dada por 
f(x) = J5- ]|2x - 11 -61 
está definida, formam o conjunto: 


a) [0.1] с) [-5,0] o (1, о] е) [-5.0] u (1, 6] 
b) [55,6] d) [7,0] v [1, 6] 
Solução: 


Para que a função esteja definida é preciso que 
|2x-1]-6|s5 o-5<|2x-1]-6s551<|2x-1|<11. 
Primeiro Passo: Resolver 1 < | 2x — 1| 

1s|2x-1] 22x-1210u2x-1s-1-2x210ux«s0. 
-ogo S; = [79,0] о [1, со] 


Segundo Passo: Resolver | 2x – 1| < 11 

[2х — 1| < 11 & –11 < 2x — 1 < 11 — —-10 5 2x < 12 @ — 5 < x < 6. Logo 
S, = [-5. 6] 

Dai a solução geral é S = S, ^ S2 = [-5,0] u (1, 6] 

Resposta: Letra E 


Questao 21 


. ; . rÍ- gr А 
Sejam a e b números inteiros prove que уа + Jo é inteiro se, e somente se, ae 
b são quadrados perfeitos. 


Solução: 
Antes de fazer o problema vamos provar um lema 
Lema: Seja c um número inteiro. Se Jc é racional, então c é quadrado perfeito. 


Prova: Suponhamos, por absurdo, que c não é quadrado perfeito, mas Je é 
racional. 

Como c não é quadrado perfeito existe um número primo p tal que o expoente de 
p na fatoração prima de c é impar. 


FS m x I п 
Ѕе Ус = — ,onde т е п sáo naturais, даі temos que с - n? = m? , Note que em 
n 
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n? existe uma quantidade par de fatores p e em c existe um quantidade impar 


de fatores p, logo no primeiro membro existe uma quantidade impar de fatores p. 


Já no segundo membro temos uma quantidade par de fatores p,absurdo!. logo 
Jc é irracional. 


Agora vamos ao nosso problema. e: 
(>) Se Ja + Jb é inteiro, então Ja + Jb é racional, logo 
Vas nb 


a-b 


Va- у + Ја + 6 = 2. Ја 


ё racional, assim Va ё racional, portanto a é quadrado perfeito. 
Analogamente temos que b é quadrado perfeito. 
E a volta é trivial. 


é racional, portanto 


Questáo 22 
Calcule a soma 1 + 11 + 111+....+ 11...11(п 1's). 


Solucáo: 
Seja: 
5=1+ 11+ 111+....+ 11...11 > 
95 = 9 + 99 + 999 +....+ 99...99 = 
= (10 — 1) + (10? –1) + (10? -1) +...+ (10^ 1) = 
= 10+ 102 + 10° +...+ 10^ -п = 
¿AOL a 
9 
_ (104! -9n- 10) 
3 š 
Questào 23 
d. dd: O 
Calcule a soma xe eg m 
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Solução: 
Seja 
1: 35 ./ 
= —+— ls + > 
2 4 8 16 
i Sada S Ле А + => 
2 4 8 16 
ола еа ааа 
2.4 8 16 
= 192 (Peje tr ger) =1+2.1=3 
2.4 8 16 
Questão 24 


Em quantos anagramas da palavra Brasil as vogais estào em ordem alfabética? 
E em quantos as vogais estáo em ordem alfabética? 


Solução: 
Parte 1: Calcular o número de anagramas da palavra Brasil em que as vogais 
estão em ordem alfabética. 


Vamos formar pares de palavras. Note que para cada palavra que o a aparece 
antes do i existe outra tal que o i aparece antes do a(para isso basta nos 
trocarmos as posições do a e do i mantendo as outras letras na mesma posição) 


Exemplo 1: Para a palavra Brasil temos a palavra Brisal 
Exemplo 2: Para a palavra Bisarl temos a palavra Basirl 


Existem 6! = 720 anagramas da palavra Brasil. Dessas temos que em metade o 
a aperece antes do i e na outra metade o i aparece antes do a, logo existem 360 
palavras onde as vogais aparecem em ordem alfabética. 


Parte 2: Calcular o número de anagramas da palavra Brasil em que as 
consoantes estão em ordem alfabética 


Vamos formar grupos de palavras. Note que para cada palavra em que as 
consoantes estão em ordem alfabética existem outras 23 onde as consoantes 
não estão em ordem alfabética (para isso basta trocarmos as posições das 
consoantes e manter as vogais na mesma posição) 
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Grupo 1: Brasil, Bsaril, Blasir, Bralis, Bsalir, Blaris, Rbasil, Rsabil, Rblasi, Rbasil, 
Rsalib, Rlabis, Srabil, Sbaril, Sbalir, Sralib, Slabir, Slarib, Lrabis, Lbans, Lbasir, 
Lsabir, Lsabir, Lsarib. 


Portanto existem E = 30 anagramas tais que as vogais aparecem em ordem 


alfabética. 


Questào 25 


Com os números 1, 2, 3, 4, 5 formamos 120 números de 5 algarismos distintos. 
Quanto vale a soma desses 120 números? 


Solução: 

Note o algarismo 1 aparece 24 vezes como algarismo das unidades, 24 vezes 
como algarismo das dezenas, 24 vezes como algarismo das centenas, 24 vezes 
como algarismo das unidades de milhar e 24 vezes como algarismo da dezer 
de milhar. 


O mesmo ocorre сот 2, 3, 4, 5. Logo soma pedida é 
15 -24 . (1+ 10 + 100 + 100 + 1000 + 10000) = 15 - 24 -11111= 3999960. 


Questáo 26 


Existem funções f:R— iR e g:R=R tais que f(g(x)) = x e g(f(x)) = x para 
todo x real. 


Solução: 
Suponhamos por absurdo que existam f e g que satisfazem essa condição 
Primeiro Passo: Mostrar que f é injetiva 


Prova: 

f(x) = (у) = 9(f(x)) = a(f(y) => х? = y? = x- y 
Portanto f é injetiva 

Dai concluimos que f(0) = f(1) = f(—1) 


2 
Segundo Passo: Mostrar que [fœ] S fox) para todo x real 
Prova: 


g(f(x)) = x? => f(g(f(x))) = fo) = (f(x)? = f(x?) 
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2 
Portanto temos que [fœ] = Қх?) para todo x real 


Dai concluimos que 

o LO 270 

ш АФГ = 70) 

шш) [EDF =D 

Assim temos que f(0), f(1), f(-1) são raizes da equação y? -y-0. 

Note que esta equagáo y? - y = 0 possui apenas duas solugóes que sáo y = 0 


ou y = 1, absurdo!, pois f(0) = f(1) = f(-1). 
Portanto nào existem tais funções. 


Questão 27 


Sejam a,b e c números reais dois a dois distintos.Prove que: 
Ja-b+Yb-c+Yc-a #0. 


Solução: 
Antes de fazermos este problema vamos provar um Lema. 
Lema: Sejam a, b e c números reais quaisquer então 


(х+уж2) = x+ y +22 +3.(х+ у).(х + z) (y +2) 


Prova do Lema: 

(x+ y+ z) =(x+y+z) .(x+y+z)= 

(x +y+2 +2xy+2x2+2y2).(x+ y z) = 
x My +z) +3.(x+ y).(x + z).(y +z) 

Agora vamos ao nosso problema: x 
Еасах = Ya-b,y=Yb-cez= Yc-a. 


Agora suponhamos, por absurdo, que Ya—b + Yb-c+Yc-a=0 =>х+у+2 = 


0>(x+y+z=0>x+y +22 +3.(x+ y)(x+2).(y+2)=0> 
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3.(x+y)(x+Z)(y+2)=0>x+y=00ux+z=00uy+z=0. 


No primeiro caso temos que a — b = c — b > a = c, absurdo, pois os números são 
dois a dois distintos. 


No segundo caso temos que a b = a — c = b = c, absurdo, pois os números são 
dois a dois distintos. 


No segundo caso temos que b — c = a — с > a = b, absurdo, pois os números são 
dois a dois distintos. 


Questáo 28 (Concurso para professor IFMA 2010) 


Duas pessoas A e B jogam alternadamente uma moeda. Ganha aquele que 
obtiver primeiro cara. Determine a probabilidade de B ganhar o jogo sabendo que 
A começa jogo. 


a 2 


b) 


d) 


4 
3 
4 
1 
c) 2 
1 
3 
e) E 


impossivel calcular 


Solucáo: 

Primeiro Passo: Probabilidade de B ganhara na primeira rodada 

Para B ganhar na primeira rodada é preciso que A tire coroa e B tire cara, logo a 
probabilidade é 1 pu = É 

2 2 4 

Segundo Passo: Probabilidade de B ganhara na primeira rodada 

Para B ganhar na segunda rodada é preciso que A tire coroa e B tire coroa na 
primeira rodada e na segunda rodada é preciso que A tire coroa e B tire cora,logo 


a probabilidade é 1.1.1.1 = 1 


22 2 2 16 
Terceiro Passo: Probabilidade de B ganhara na primeira rodada 
Para B ganhar na terceira rodada ë preciso que А tire coroa e B tire coroa na 
primeira rodada, A tire coroa e B tire coroa na segunda rodada e A tire coroa e 
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+. f 1.3 1 
2‹ 2012070770 


at E 
64 
E assim por diante. Note que está sendo formada uma P.G. infinita onde o 


- ; na „i 
B tire cora na terceira rodada,logo a probabilidade é >: 


mum 1 T ; 1 1 1 
ão são — | babilidad dida é — + — + — 
primeiro termo e a razáo sáo 4 ogo a probabilidade pedida é 2 tas t 
1 
+ = M ¿1 
del 
4 


Resposta: Letra D 

Questão 29 (ITA 2007) 

Seja Q(z) um polinómio do quinto grau, definido sobre o conjunto dos nümeros 
complexos, cujo coeficiente de 2° é igual a 1. Sendo z? +z? +2 + 1 um fator de 
Q(z), Q(0) = 2 e Q(1) = 8, então, podemos afirmar que a soma dos quadrados 
dos módulo das raízes de Q(z) é iguai a: 

19 b)7 с) 5 d) 3 e) 1 


Solução: 

Como Q(z) ё um polinômio do quinto grau е 23 +22 +2 +1 é um fator de Q(z), 
temos que Q(z) = (az? «bz +c) ' (23 +z? +z 1). 

Como o coeficiente de 2° é igual a 1 temos que a = 1. Como Q(0) = 2, temos 
que c = 2 e como Q(1) = 8, temos que 


(b+3)-(4)=8>b=-1>0Q(2)= (z? -z +2). (zZ? +z? +z +1) 


Primeiro Passo: Calcular a soma dos quadrados dos módulos das raízes de 
2 
2“-2+2. 


As raizes de 22 -2+2 são E , logo a soma dos quadrados dos módulos das 
raizes é: 
27 ы 
(S (E) ВЕ "| 
2 2) 2 2 
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Segundo Passo: Calcular a soma dos quadrados dos módulos das raízes de 
(23 +22 +2+ 1). 


Note (23 +z? +2+1) = (2+1). (22 + 1) = 0 = z = —1 ou z = i ou z = — i, onde і = 


ya, logo a soma dos quadrados dos módulos das raizes é: 1 + 1 + 1 = 3. 


Resposta: Letra B 


Questáo 30 


Encontre todos os inteiros a tais que x? — x «a tem 3 raizes inteiras. 


Solugáo: 
Sejam r,, г, e г, as raizes de х? -x «a. 


Pelas relações de Girard temos que rj r; +13 = 0 e rr + r2r4 + fs =—1. 
Como 
г +h = 0 = (г +г n) =0 > 
2 
= (r)? + (r2)? + (rs)? + 2 + (nra +гугз 15) = 0 > => (n) +(r2)2+(r)2=2, 


logo uma das raízes é zero, pois caso contrário teríamos 
(1)? + (12)? + (г)? 2 3, portanto temos que a = 0. 


Questáo 31 


Prove se a, b sáo números racionais e a + b J/3 = 0, prove que a = b = 0. 


Soluçao: 

Se a = 0 ou b = 0 é obvio. 

Vou fazer o caso em que a Z 0 e b # 0. 

Suponhamos, por absurdo, que existam a £ 0 e b # O tais que 


a+b/3 =0—b.3 = -a> J3 = == 


Como a e b são racionais, temos que 3 é racional, absurdo! 
Logo a = b = 0 é a única solução. 
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Questao 32 


Determine todos os inteiros a e b tais que 1 * УЗ ë raiz da equação: 
Зх? c ax? +bx+12=0 


Solução: 
Como 1 + 43 é raiz do polinômio temos que: 


3(1+ V3)? +a(1+ V3)? +b- (1+ V3)+12=0 => 
> (4a +b + 42) + (2a +b +18) - Y3 =0. 


Pela questão anterior temos que: (4a + b + 42) = 0 e (2a + b + 18) = 0. 
Resolvendo esse sistema temos que a = —12 e b = 6 é a única solução. 

Questão 33 

Ache um polinómio p(x) tal que P(1) = 1, P(2) = 2,..., P(1999) = 1999, P(2000) = 
2000, mas P(2001) # 2001. 


Solução: 
Tome Р(х) = (x- 1) - (x - 2)...(x-1999) - (x - 2000) + x. 


Note que P(1) = 1, P(2) = 2, ..., P(1999) = 1999, P(2000) = 2000 e P(2001) = 
2000! + 2001. 


Questão 34 

Escreva um polinômio tal que P(1) = 1, P(2) = 2 e P(n) é irracional para todo n 
inteiro diferente de 1 e 2. 

Solução: 

Tome p(x) = 3 .(х-1) :(x-2) +х 


Claramente temos que P(1) = 1 e P(2) = 2. 


Agora se x € 1 ex # 2, temos que р(х) = a +b. 4/3, onde b # 0. 
Vamos provar que esse nümero é sempre irracional, para todo a e b racionais. 
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Suponhamos, por absurdo, que a +b. 43 fosse racional, então teriamos 
r "P ç 

a+b- з = —, onde ге s são inteiros. 
s 


Dai temos que b. (5 = É -a= CE >43 = m logo 3 seria racional, 
s s s 


absurdo!, Portanto a +b. V3 é irracional sempre que a e b são racionais e b # 0. 


Questáo 35 


Se Р(х) é um polinômio do 5? grau que satisfaz as condições 
1 = P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) e P(6) = 0, 
ache P(0). 
Solução: 
Defina Q(x) = Р(х) — 1, daí temos que 1, 2, 3, 4, 5 são raizes do polinômio Q(x), 
portanto 


Q(x)=a-(x-1)-(x-2)-(x-3)-(x—4)-(x-5)= 
=a . (x? –15х* + 85x? -225x? + 274x — 120). 


Como P(6) = 0, temos que Q(6) = —1, daí temos que 
a-(6º -15.(6)'+85.(6)) – 225: (6)? +274 - 6-120) =-1= a = - —. 


Assim temos que 
1 


Q(x) = 20 (xŠ -15x* + 85x? - 225x? + 274x - 120) > 
P(x) = + - (xŠ – 15х* +85х3 -225x? +274x— 120) +1. 


Portanto P(0) = 2. 


Questào 36 


Calcule o mdc entre todos os inteiros da forma x.y.z onde (x, y, z) percorre todas 
as soluções inteiras da equação x? + y? = 2? com x.y.z # 0. 
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Solugáo: 

Seja d = тас entre todos os inteiros da forma x.y.z onde (х,у,2) percorre todas 
as soluções inteiras da equação х? + y? = z? com x y.z # 0. 

Note que (3,4,5) é solugáo logo temos que d s 60. 


Afirmagáo 1: Se uma tripla (x,y,z) é solução da equação x? + y? = z? então x y.z 
é múltiplo de 3. 


Prova: 

Suponhamos, por absurdo, que x e y nào sáo múltiplos de 3,entáo х? + y? =2 
(mod 3) absurdo!, logo x ou y tem ser múltiplo de 3.Assim temos que x.y.z é 
múltiplo de 3. 


Afirmação 2: Se uma tripla (x,y,z) é solução da equação х? + y? = 2? então x.y.z 
* múltiplo de 5. 
тома: 
3uponhamos, рог absurdo, que хе у náo sáo múltiplos de 5,entáo x? + y? = 0 ou 
2 ou 3 (mod 5).No primeiro caso temos que z é múltiplo de 5,portanto x.y.z é 
múltiplo de 5.No segundo e terceiro casos temos um absurdo,pois um numero 
quadrado perfeito só pode deixar restos 0, ou 1 ou 4 modulo 5.Assim temos que 
x.y.z é múltiplo de 5. 


Afirmagáo 3: Se uma tripla (x.y,z) é solução da equação x? + у? = z? então x.y.z 
é múltiplo de 4. 


Prova: 

Suponhamos, por absurdo, que x e y são impares entáo x y? = 2 (mod 
4) absurdo.Portanto x ou y tem que ser par.Se x for par ,mas não for múltiplo de 
4,então x? = 4(mod 8) — х? + у? = 4 ou 5 ou 0 (mod 8) .No primeiro e terceiro 
casos temos que y é par,portanto x.y.z é múltiplo de 4.No segundo caso temos 
um absurdo,pois um numero quadrado perfeito só pode deixar restos 0, ou 1 ou 4 
modulo 8.E se y for par é análogo.Assim temos que x.y.z é múltiplo de 4. 


Portanto d é múltiplo de 3.4.5 = 60,logo d > 60.Logo d = 60. 


Questão 37 


Seja n um número natural e a < b < c, divisores de n, tais que n = a + b+ c. 
Prove quecz а + b. 
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Solução: 
Suponhamos, por absurdo, que c <5, daí b s5. ea s. logo teríamos 


n=a+b+cs EA < n, absurdo!!!!, logo temos que c 7 n ou 2 


n 
como n = a + b+ c ,temos q c < n,logo temos que c "5 =a+b 


Questáo 38 


Encontre todos os inteiros positivos (х, y) que satisfazem a equação: х — y” = xy 
+61 


Solução: 

Por M.A 2 M.G. temos que x? + y?2 2xy. 

Por outro lado temos que x? — y? = (x — у) (х? + xy + у?) 2 (x - y) .Зху = xy + 61 7 
(x — y) .3xy 2 xy.(3.(x — y) — 1) s 61.Agora vamos analisar os casos. 

Caso 1:x-y=0,¡.e.,x=y 

Neste caso temos que О = 61, absurdo! 


Caso 2:x-y=1 
Neste caso temos quex—y=1=>x=y+1> (у + 10 - у? =y(y+1)+61>) 
+y-30=0>y=-6ouy=5.Daiy=5ex=6 é a única solução. 


Caso 3:x-y=2 М 
Neste caso temos que x —y = 2 = x = у + 2 > (y + 2) у? = y (y + 2) + 61 > 5y 
-10+ 41160 


10 , portanto nào possuindo raiz inteira positiva. 


+ 10y-53=0>y= 
Caso 4: x -y 23 


Neste caso temos que 3.(x -y) - 1 > 8 > xy < 7 > (ху) = (4,1) ou (5,1) ou (6,1) 
que facilmente se vé que não são soluções. 


Portanto (x,y) = (6,5) é a única solução. 


Questão 39 


а? +02 +с2 _ 


Sejam a,b,c trés lados de um triángulo que 1« ——————— < 
ab + ac + bc 
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Solucáo: 
2 2 2 
sá а -b^4c 
Primeira parte: Provar que 1« —————— 
ab + ac + bc 
Prova: 
2 2 2 2 
—— b 
2+b 262 > == > ab 
2, p2 — 2 p2 
a^ +b a^ +b 
Por M.A 2 M.G, temos que > Va?.b? 2 ———— > ab > a? + b? > 2ab 
a? «c? a? +c? 


> ac = а? + с? > 2ас 


Por M.A 2 M.G, temos que = > уа?.с? > 


2 


+с? b? «c? 


Por M.A z M.G, temos que 2 > vb2.c? > > bc > b? +c? > 2bc 
Somando tudo temos que 2. ( а? +b? + с?) > 2ар + 2ас + 2bc = а? + b? + с? > 
а? «b? + с? 

ab+ac+bca ` 

a? +b? «c? 

ab + ac + bc 


ib + ac *t bc > 1< 


Segunda Parte: Provar que 


Como a, b, c são lados de um triángulo temos que |a -b| «c > (a — b? < с? > a? 
+ b? — c? < 2ар. Analogamente temos que a? + c? — b? < 2ac e c^ + b? — а? < 2с. 
Somando tudo temos que, |b - cj < a, |c- a| < b => a? + b? + c? < 2 (ab + ac + bc) 
a? +b? + с? И 
ab+ac+bc ` 


Questáo 40 


Seja f(x) = х? + bx + c, onde a, b e c são números reais .Se a equação | f(x) | = 3 
tem como raízes 1, 3, 4 e 6, determine b e c. 


Solução: 
| f(x) | 232 f(x) = 32x + bx + с = З ou ax? + bx + с= –- 3 > 
= ах? + bx + c — 3 = 0 ou ax? + bx + c + 3 = 0. 


Seja g(x) = ax? + bx +c —3 e h(x) = ах? + bx + c + 3. 


Temos 4 raizes 1, 3, 4, 6, entáo sáo duas de g(x) e duas de h(x). 
Note que em g(x) e h(x) a soma das raizes é a mesma (- b). Agora temos 6 
casos a analisar 
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Caso 1: (1, 3) sáo raízes de g(x) e (4, 6) sáo raízes de h(x) 
Note que isso é impossível, pois (3)+1=4e4+6=10 


Caso 2: (1, 4) são raizes de g(x) e (3, 6) são raizes de h(x) 
Note que isso é impossível, pois (1) +4=5e3+6=9 


Caso 3: (1, 6) são raizes de g(x) e (3, 4) são raízes de h(x) 

Neste caso a soma é a mesma. Dai temos que : 

g(x) = (x - 1).(x - 6) > x° -7x +6 =x +bx+c-3>b=-7ec-3=6ə>c=9 
=> f(x) =x? -7x + 9 = h(x) > x? — 7x + 12, que de fato tem como raizes 3 e 4, 
logo b = — 7 e c = 9 é solução 


Caso 4: (1, 3) são raizes de h(x) e (4, 6) são raizes de g(x) 
Note que isso é impossível, pois (3)+1=4e4+6= 10 


Caso 5: (1, 4) são raizes de h(x) e (3, 6) são raízes de g(x) 
Note que isso é impossível, pois (1)+4=5e3+6=9 


Caso 6: (1, 6) são raizes de h(x) e (3, 4) são raizes de g(x) 

Neste caso a soma é a mesma. Daí temos que: 

h(x) = (x - 1).(x - 6) > х2 -7x +6 = х? + Ьх+с+ 32S b--7ec*3-6c73 
= f(x) =x? -7x + 3 > g(x) > x° - 7х = 0, absurdo pois as raizes não são 3 e 4. 


Conclusão: b =—7 e c = 9 


177 


Apéndice 


Apéndice 
Fungáo Parte Inteira 
Samuel Barbosa 
Fortaleza — CE 


1 — Definição e Propriedades 


Definição 1. A parte inteira de um número real x é o maior inteiro | x | que não é 
maior que x. Definimos a parte fracionária (x) de x por (x) = x — | x J. Exemplos: 


[3 ]=3,[3, 5] =е[-4,7|= -5 

Teorema 2. Ѕејат х e y números геаіѕ. Entáo: 
1. [x]sx«[x|*1 e O< (x) «1 

2. [|x+m]=|x]+m sem é um inteiro. 

3. Ix)+ly]<|x+y]<|x]+|y]+1 
ball) 


| ES a 
= bs !seméumi inteiro positivo. 
m 


m] 


EP n ni. А QM 5 
5. Se n e a são inteiros positivos, H é o nümero de inteiros entre 1, 2, ... 
a 


que são divisiveis por a. 


Prova: O item (1) é apenas uma reformulação da definição. 
O item (2) é deixado como exercicio. 


Para provar (3): 
[xJ+Ly]= Ly J]<lb+LvJ+09 + (9) ]=L+ y]. 


Para provar (4): Seja | =qm+r сот 0 <r <m-1. 


Então [Le >| End = q. Como 0 « (x) « 1 temos 
а-а атш” -|2] 
m m |] im 
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Finalmente para provar (5), sejam a, 2a, ..., ja todos os inteiros positivos menores 
ou iguais a n que são divisíveis por a. Então 


јап (+083 <]+1:э]=|^ |. 
а а 


Teorema 3 (Fórmula de Polignac). Seja р um primo. Entáo o expoente de р na 
fatoragáo em primos de n! é. 


© 


2 


i=1 


n 

p 

Prova: O que significa [5|? Ele conta o número de inteiros positivos mensores 
p 

ou iguais a n divisiveis por p'. Cada múltiplo de p contribui com um expoente 1 

para p em п!, cada múltiplo de p? contribui com expoente 2 para p em n! e 


x 
assim sucessivamente. Assim >. 
ici 
sem contar repetições (veja que um múltiplo de p' é contado i vezes em 
n 
E 


H 
Le T Lp? 


pode ser provado usando indução. 


ni. mt 
d é a soma de todas essas contribuigóes 


| pois contribui сот um ехроегќе і). Este resultado também 
p 


Exercício 4. 


Mostre que | x + y |-[x |+[y | s| 2x] *12y |. 


Exercício 5. 


Mostre que a parte fracionária do nümero Van? +n não é maior que 0,25. 
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Exercicio 6. 


k-1 к 
Mostre que Y x«l | =| kx | 
mol KJ 


Exercicio 7. 
Em quantos zeros termina a representação decimal de 1000? 


Exercício 8. 


Da direita para a esquerda, qual o último digito não nulo da representação 
decimal de 1000? 


Exemplo 9. 
Mostre que se m e n são inteiros positivos, então: 


(2m)!(2n)! 


тутт +m! «nii é um inteiro. 


Prova: Pelo teorema anterior, basta mostrarmos que: 


Se s iS lel o 


Para todo primo p e todo inteiro k. Devido ao exercicio 1, isto é verdade. 


Exercício 10. 


2 
Prove que (7) divide MMC(1, 2, ..., 2n). 


180 


Problemas Selecionados de Matemática (ITA-IME) — Otimpiadas (Volume 2) 


Exercicio 11. 


Sejam {а}, Inteiros não negativos com 
N=a,+a27+...+9,. 
n! А „Жыр 
Mostre que —————— é um inteiro. 
a4lasl...a,! 


Exercício 12. 


Considere um inteiro n > 1 е inteiros i, 1<і< n. Para cada 


К= 1,2... 
encontre o número de i's que são divisíveis por 2* mas não por 2*'* Então 


en 1 
prove que E + zl =n. 
22 


Exercício 13. 


(2n 


Seja p um divisor primo do nümero Un ) com р> /2n, então o expoente de p a 


2п\.. 
fatoragáo em primos do número | ñ J é igual a 1. 


Exercicio 14. 
Seja v (n) a soma dos dígitos da representação de n na base p. Mostre que o 
expoente de p na fatoração em primos de n! é: 


n-vyn 


p-1 
Prova: Seja k,(n!) o maior expoente de p que divide nl. Suponha que 


n=do+d,p+--+d p' 
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onde 0 < d; <p. Entáo 

|n] r-1 
—I=d,+d,p+--+d pP, 

Lp] 1 2 r 

T |Ë d,+d,p+---+ d. p^? 
7 |= 9% +0,D+-""+0,p `, 
р 

п! 

—|2d. 

H i 


Somando tudo obtemos: 


k (nl) = а, +4,(р +1) +4,(р2 - p 1) e +d (pt +---+1) > 
> (p-1)k,(n!) = d,(p - 1) + d, (p? -1)++d,(p" -1) = п-\уь(п). 


exercício 15. 


Seja B(m) o conjunto dos inteiros r tais que 2' é um termo na representação na 
base 2 de n. Por exemplo, B(100) = (2, 5, 6). Prove que B é impar se, e 


somente se, B(k) c B(n). 


Exercicio 16. 


Prove que existe um natural n tal que a representacáo decimal de n? comega 
(da esquerda para a direita) com o número 200620062006...2006(2006 vezes). 


Prova: Podemos encontrar um n que comece com qualquer sequéncia de dígitos 
(c4C2...c,) =m. Escolha um k suficientemente grande tal que 24m <10%!. Seja 


n=[10tVm «1]. Então: 0 < 10 Jm «n «10 V/m «12 


> 107*m < n? «107m «2 -10* m +1<n2 «107m «107 (m +1). Assim n 
começa com a sequéncia de dígitos m. 


2 
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Exercício 17. (OBM 1992) 


Prove que existe um natural n tal que a expansão decimal de n'??? começa com 
1992 algarismos iguais a 1. 


Exercicio 18. (OBM 1999) 


Prove que há pelo menos um algarismo diferente de zero entre a 1000000º e a 
3000000? casa decimal de 42 após a vírgula. 


Exercício 19. 
Sejam a, m, b inteiros dados, com mdc(a, m) = 1. Calcule: 


ES 
Elm] 


Prova: Dados dois inteiros n e |, se r é o resto da divisão de n por |, o número 


tl é igual a T Como mdc(a, m) = 1 


. para qualquer inteiro Osxr«m existe um i, Osi«m tal que 
ai + b = r(mod m) (isto significa que o conjunto fax +b|0 < x < т} é um sistema 
completo de restos módulo m). Assim: 


Ulax+b! Hax+b Efax+b] a(m-1) eir 

nem + EE 

A т ] = т Wa e. 2 2 m 
= 2AM- p- V1 (-Vm-0,, 


2 2 
Problemas 


Exercicio 20. 


n 2 -1 
Prove que, para qualquer n natural, DER =n. 


1=1 2 
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Exercicio 21. 
Prove que, para qualquer n natural, 


ES +4/n+1+ Уп+2 | = | /9п+8 |. 


Exercício 22. (Bulgária 1996) 
x NE a 
A sequência [a4]. , é definida por a, 21 e ap = ade Prove que se n> 4 


Nina 
n 


então [а,? | = п. 


Exercicio 23. (Japão 1996) 
Seja x > 1 um número real que não é um inteiro. Defina para n 2 1, 


a, = Ix" |- х| х" |, Prove que а sequéncia a, náo ё periódica. 


cxercício 24. (Korea 1997) 


Expresse > z ЖК | em termos de ne [vn] 


Exercício 25. (Canadá 1998) 


Determine o número de soluções reais da equação H JH * B =а. 


Exercício 26. (República Tcheca e Eslovaca 1998) 


Encontre todos os números reais x tais que x| х| х] х ||| = 88. 
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Exercicio 27. 
Encontre todos os reais a tais que a igualdade 
[vn |+|vn+a | = КЕ 1] 


É verdadeira para todos os naturais n. 


Exercício 28. 
Prove que, para todo inteiro positivo n, 


la | s| sas jasa] 


Exercício 29. 


Se a, b, c são reais е [na|+|nb|=|nc| para todo n natural, então a e Z ou 
beZ. 


Exercício 30. 


Sejam a, b, c e d números reais. Suponha que 


Exercício 31. (Sáo Petersburgo) 
Seja n um natural. Prove que o n-ésimo natural náo quadrado é dado por 


Lado 
n Jn +— |. 
2 


Exercício 32. (Roménia 2003) 
Sejam n e p inteiros positivos com p > 2". Prove que a parte inteira do número 
n 
n "an 
Sal ) éigualan+ 1. 
k=0 k 
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Exercicio 33. 


Seja n23 um inteiro positivo. Mostre que é possivel eliminar no máximo dois 
elementos do conjunto (1, 2, ..., n) de modo que a soma dos números restantes 
seja um quadrado perfeito. 


Exercicio 34. 

Encontre todos os inteiros positivos n tais que 
nº +8n2 +1 
| 3n 


é um número primo. 


Exercício 35. (Rioplatense) 


Seja r um real tal que 
PAPIRU е 20 B NM 


49 [11,20 19 |_ 
|" 305] ^| *1об] ^" *|'*300]" 59^ 


zalcule | 100r |. 


Exercício 36. 


Determine os pares(a, b) de reais tais que a[bn|- b[an | para todo inteiro 
positivo n. 


Exercicio 37. 


k 
Se p é primo, entào É )- O(modp)(para 1«i« p* —1). 
i 


Exercicio 38. 


Prove que | din + п 2) | é divisivel por 8. 
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Exercício 39. 


Prove que, total, ||] onde t, é o número de 


divisores do natural n. 


Exercicio 40. 


PUR 
Prove que, se p é um número primo, entáo a diferenca [Р NE é divisivel 
Vi Pj 


por p. 


Exercicio 41. (Korea 2000) 


Seja p um número primo tal que р = (mod4). Calcule: 


D 


(Neste problema, talvez vocé precise usar um pouco de residuos quadráticos) 


Exercicio 42. 


Prove que, se os números positivos a e В tem a propriedade que entre os 
números |a |. | 20 {, | Зо ]. ....| B. | 2B |. | 38 1, ... todo natural ocorre exatamente 


x AR PER TERES 1.1 | 
uma vez, então q e B são irracionais tais que murs = 1. Reciprocamente, sea e 
a 


LEES Р 1 1 M 
P sáo irracionais com a propriedade che. entáo todo natural ocorre 
a 


precisamente uma vez па sequência: | |. | 2e |, [ Зо |, ....| |. [28 ]. [38 |. ... 


Exercício 43. 


Encontre todas as funções f : R — Z tais que: 
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1.  f(x-a)=f(x)+a, paratodo a eZ. 
2. f(f(x)=0se x e [0, 1). 


Exercício 44. (Revista Eureka) 
Prove que se ACN ë um conjunto não-vazio tal que пєА => 4пєА e 
| vn] € A então А = №. 


2- Trabalhando em Z x Z 


Nesta seção abordaremos problemas que admitem interpretações geométricas 
interessantes. 


zxemplo 45. 


Considere um tabuleiro T, de dimensóes m xn, onde m e n sáo inteiros positivos. 
Prove que uma diagonal de T passa por exatamente m+n-mde(m,n) 
quadradinhos 1 x 1. 

Prova: Suponhamos os quadradinhos de lado unitário. Vamos fazer primeiro o 
caso em que mdc(m, n) = 1. Este tabuleiro em Z x Z pode ser representado por 
um retángulo de vértices: O = (0, 0), A = (m, 0), B = (m, n), C = (0, n). Queremos 
provar que a diagonal OB passa por exatamente m +n - 1 quadradinhos. Quando 
esta diagonal corta um quadradinho, um segmento de reta dela, fica totalmente 
contido no quadradinho. Basta contarmos em quantos segmentos esses 
quadradinhos dividem OB. Como os vértices tém coordenadas inteiras e cada 
quadradinho tem lado unitário teremos que cada quadradinho tem seus vértices 


em Z, x 2. A equação da reta OB é х= Пу, Se um vértice, digamos (a, b) de 
n 


algum dos quadradinhos do tabuleiro está em OB, temos: а= Mb = an = bm. 
n 


Como m|[na e mdc(m, n) = 12 mja> a = 0 ou а> т. No primeiro caso (a, b) = 0 
e no segundo caso сото а < m pois a está no interior do retângulo temos (а, b) 
= B. Assim OB não contém vértices de quadradinhos diferentes de O e B = OB 
corta cada uma das retas х = 1, 2, ... т – 1 еу = 1, 2, ... , т – 1 em pontos 
distintos. Determinando assim m + п – 2 pontos sobre ОВ. Juntando еѕѕеѕ т + п 
— 2 pontos marcados sobre a diagonal сот О e B teremos m + n pontos e o 
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segmento entre dois deles está contido em exatamente um quadradinho > OB 
corta m + n — 1 quadradinhos. Agora se mdc(m, n) = а= n = dm,, п = dn, com 


mdc(m,,n,) = 1. Divida agora o tabuleiro em d? subtabuleiros de tamanho 
m, xn, através de cortes paralelos aos lados do retângulo. Use o que fizemos no 
d tabuleiros que são cortados pela diagonal OB. 


Exercício 46. 
Suponha que mde(p, q) = 1. Então 


а-1|. 
Viel Glnl (e-1a-9 Mg 1) 
Са] Gol” 


Prova: Considere o retàngulo T = O = (0, 0), A = (q, 0), B = (q, p), C = (0. p). 
Claramente existem (p — 1)(q — 1) pontos de Z x Z no interior do retângulo T. 
Nào pode existir pontos de ZxZ na diagonal OB. Por simetria, existem 
— pontos non interior do retângulo OAB. Dado 1<i<(q-1) existem 


exatamente H pontos da forma (i, j) € Z x Z no interior do triângulo OAB 
q 


Assim DE |- — а9 


Problemas 


Exercício 47. (Tawian 1998) 


Mostre que, para inteiros positivos m e n, mdc(m, n)- 515 | m-«n-mn. 


Exercício 48. (Balcánica 2003) 


Seja ABCD um tabuleiro m xn de quadrados unitários. Assuma que mdc(m, n) = 
1 e m, n são impares. Os pontos de intersecção entre a diagonal principal AC e 
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os lados dos quadrados unitários são A, Ap... Az, nesta ordem (k22) e 


2 2 
A, = A, A, = С. Prove que A,A; - ASA, + ASA4 –...+ (MA, ¡Az = к, 


Exercicio 49. (Geórgia 1998) 


dado n > 5, as retas x = ne y = n sáo desenhadas no plano cartesiano. 
Considere os pontos com coordenadas inteiras no interior(ou bordo) do quadrado 
formado por essas retas e pelos eixos. Quantos desses pontos tem a soma das 
coordenadas múltiplo de 5? 

Exercicio 50. 


Um jogador solitário recebe após cada jogada a ou b pontos (a e b sáo inteiros 
positivos com a « b) e estes se acumulam jogada após jogada. Existem 35 
valores impossíveis para a pontuacáo acumulada e um desses valores é 58. 
Encontre a e b. 


3 — Conjugados 
Suponha que a seja um irracional e que estamos interessados em calcular o 


resto de | a” [mod m. Se encontrarmos um В tal que 0< B «1, ap eZ nosso 
trabalho será facilitado. Considere a equação: x? - ax - b = 0 onde a = a+p eb 


= auf. Como о e p sao raizes: 


a? = aa +b = о"*! = аа" + ba^? 


p? RE ap +b = paa = ap” + bp? 
Seja K. = а" «p^. Assim Kna, =aK,+bK,_, Como а e b são inteiros e 
K, = +B e Z, K; = (a B -2apeZ temos K,eZvneN e portanto 
(2^) +| a" |+") +[p" e Z concluindo assim que  (a")«(p^)eZ. Mas 
O<(u"]+(p"j<2 portanto (a^) (p^) = 1. Como O«p«1 implica |в" | =0 
temos K, =| a" +1. Agora é bem mais fácil calcular K mod m pois sabemos 


que ele satisfaz uma recursáo com os primeiros termos e lei de formação 
conhecidos. Podemos modificar um pouco a idéia anterior para o caso 
-1< ß <0. 
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Exercicio 51. 


Prove que, para todo natural n temos: 3 | 


¡EE ü 
2 


. Entào se 


Prova: Sejam o = 7+ 437 ep= 7 - 437 


Kn =a" +B" = К, = 7K, - 3K, 4. 


Veja que K,=7=1(mod3) е К, =43=1(mod3) > K, eZvne М. 


Кыз = 7K, = K,(mod3) > \а" |+ 1=K, = 1(mod3)vn e N 


Exercicio 52. (Teste de Selegáo do Brasil para a Cone Sul) 


Como 


Prove que para todo inteiro positivo k, a parte inteira do nümero (7 « say é 


impar. 


Exercício 53. (Olimpiada Іғапіапа) 


1 ы 
Mostre que, Re etes onde k 2 2 +43. 


Exercicio 54. 


Encontre a maior poténcia de 2 que divide [3 + лу | 


Prova: Sejam 


a=3+411,p=3-V/11eK,=0a"+B">K, , =6K,+2K, 1. 
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Prove por indução que 
2" |K4, e 2% [Ko ,(a” l| b significa que a" |b mas a”*? | b). 
Assim 
Ky; E [aos |+ [pa]. (pens) m (o = 
-[e?" |+(-1)+1= 
C 2041 WR 201] |. 
=|a | (pois 1<В<0= [р IE 1). 


Então a maior potência ё 2^*'. 


'roblemas 
Exercício 55. (Hungria 2000) 


Se A=(1000+10002 +1)'º, determine о 2000-ésimo algarismo após a 
virgula de sua representação decimal. 


Exercício 56. 
Prove que para todo inteiro m > 2 existe um irracional r que depende de m, tal 
que i^ | = -1(modm). 


Exercício 57. 


Considere а sequência de reais positivos а;,а,,..., tal que 
а, = la, = an1 + 84,2, para todo inteiro n > O. Prove que o digito das unidades de 


1 Y 
— nào pode ser 0,3,5 ou 8 paratodo ie N. 
a 
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Exercício 58. (Seletiva do Brasil para IMO-2001) 


! ; "uo 1-45 
Encontre todos os naturais n tais que a” – na é um inteiro onde а = у i 


Exercício 59. (Revista Eureka) 


Seja « a maior raiz da equação x? - 3x? + 1= 0. Prove que | «2004 | ё divisivel 
рог 17. 
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presente obra Problemas Selecionados de Matemática IME ITA e 
Olimpiadas, do professor Marcílio Miranda. 
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